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本 书 的 基本 内 容 (第 一 二、 三 章 以 及 第 五 章 ) 与 最 旱 的 两 版 (1944 与 1953 
年 版 , 那 时 由 于 偶然 的 原因 ,将 弹性 理论 与 流体 力学 合并 为 《连续 介质 力学 》) 相 
比 ,变动 很 小 。 这 是 很 自然 的 ,因为 弹性 理论 的 基本 方程 和 主要 结论 早已 “ 定 
型 "了 。 
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作 编 写 ) ,现在 这 一 章 略 有 改动 。 

在 这 一 版 中 ,新 补 进 了 关于 液晶 力学 的 一 章 ; 它 是 与 I. IIT. 皮 塔 耶 夫 斯 基 合 
作 编 写 的 。 这 是 连续 介质 力学 中 同时 具有 流体 介质 和 弹性 介质 力学 特点 的 新 
领域 。 因 此 ,在 本 教程 中 ,把 它 安排 在 叙述 流体 力学 和 固体 的 弹性 理论 之 后 是 
合适 的 。 
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人 既然 本 书 是 由 物理 学 家 写 的 ,并 且 主 要 是 写 给 物理 学 家 的 ,我 们 感 兴 
趣 的 当然 是 那些 在 通常 的 弹性 理论 教科 书 中 不 论 及 的 问题 ,这 些 问 题 包 括 热 传 
导 、 固 体 的 番 性 以 及 一 系列 关于 弹性 振动 和 弹性 波 的 理论 问题 。 间 时 ,我 们 仅 
仅 十 分 简要 地 涉及 某 些 专门 问题 (例如 弹性 理论 的 复杂 数学 方法 、 薄 这 理论 
等 ) ,因为 无 论 从 何 种 程度 上 讲 ,作者 们 都 算 不 上 是 这 些 问 题 的 专家 。 
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p 物质 密度 

w 位 移 矢 量 

= 了 (下 + 辣 ] 。 应 变 张 量 
on 应 力 张 量 

K 全 压缩 模 量 

4 ”前 切 模 量 

E 。 拉 伸 模 量 ( 杨 氏 模 量 ) 

o 。 泊 松 比 


通过 KK,p 或 ,or 表示 纵向 声速 和 横向 声速 c, 的 表达 式 见 $22. 
天 ,人 ,五 和 之 间 的 关系 式 : 


E= 2. go = SK- 
3K+p” 2(3K + pp)’ 
K 


E E 
“31T-20) 4 20+o 

全 书 采用 通常 的 矢量 和 张 量 的 指标 求 和 法 则 :在 给 定 的 表达 式 中 ,所 有 重 
复 两 次 的 指标 ( “人 狗 标 ”) 表示 将 该 量 按 指标 1,2,3 求 和 . 

在 第 六 章 中 ,对 坐标 的 微分 算 子 采 用 符号 9,, 6, = 9/9%. 

在 引用 《理论 物理 学 教程 > 其它 各 卷 的 章节 和 公式 时 ,给 出 的 卷 号 对 应 的 书 
名 是 : 

第 二 卷 ,《 场 论 》 , 俄 文 第 八 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 五 卷 :《 统 计 物理 学 【 》, 俄 文 第 五 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 六 卷 ;:《 流 体力 学 》, 俄 文 第 五 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 八 卷 ;《 连 续 介 质 电动 力学 》, 俄 文 第 四 版 ,中 文 第 一 版 . 





第 一 章 
§1 
§2 
§3 
§4 
§5 
§6 
87 
88 
89 
8 10 


第 二 章 
§11 
§12 
§ 13 
8 14 
8 15 
8 16 
8 17 
8 18 
8 19 
8 20 


弹性 理论 的 基本 方程 
应 不 张 屋 
i 直 生计 三 各 
形变 热力 学 
骨节 定律 ce 55 


均匀 形变 


具有 温度 改变 的 形变 
各 向 同性 物体 的 平衡 方程 RN 
以 平面 为 边界 的 弹性 介质 的 平衡 RN 


晶体 的 弹性 性 质 ny ee a a es 


板 的 平衡 方程 … 


板 的 纵向 形 讨 ee 


板 的 大 挠 度 弯曲 …… 


杆 的 小 拨 度 弯曲 ……… 


co 一 一 





§21 


§ 22 
8 23 
§24 
8 25 
§26 


Se es 


第 四 章 ”位 错 ……… 


§ 27 
§ 28 
§ 29 
§30 
附录 


应 力 场 对 位 错 的 作用 aos 


相互 作用 位 错 的 分 布 … 


第 五 章 ”固体 的 热传导 和 黏 性 ， 


§31 
§ 32 
§ 33 
§ 34 
§ 35 


固体 中 的 热传导 方程 OA 交 训 二 
晶体 的 热传导 SOD OD 
固体 的 黏 性 A 二 区 全 生 辣 训 全 而 轴 沁 看 计 全 二 于 古 计 大 放 


固体 中 的 声 吸 收 ……… 


高 黏度 液体 ee 二 


第 六 章 液晶 力学 ………………………… 


836 
8 37 
§ 38 
§ 39 
§ 40 
§41 
§42 
§ 43 
§ 44 


向 列 相 液晶 的 静 力 学 形变 …… eo a 
向 列 相 液 晶 中 的 直线 向 错 ee 
向 列 相 液晶 平衡 方程 的 轴 对 称 非 奇 异 解 ………………… 


向 错 的 拓扑 性 质 ……… 
向 列 相 液晶 的 运动 方程 ……… 


有 明和 省 相 液 唱 力 学 soto 
层 状 相 液 晶 的 弹性 Sooner ors 


,95 


en TOt 
101 
107 


114 


120 


存在 位 错时 的 弹性 形变 ee 
位 辐 的 连续 人 分布， 人 wie en 
.. 141 
.. 144 


124 


137 


… 150 
… 150 


152 


.153 
… 155 
* 162 


,0 164 
“ 164 


168 


… 173 
0 177 
向 列 相 液 晶 的 耗 散 系 数 
小 振动 在 向 列 相 液晶 中 的 传播 “PN 


185 


.. 188 
.. 194 
.. 196 








8$45 层 状 相 液晶 中 的 位 错 pp 
8$46 层 状 相 液晶 的 运动 方程 pp 
§47 层 状 相 液 晶 中 的 声波 … 





第 一 章 


弹性 理论 的 基本 方程 








$1 应 变 张 量 


弹性 理论 是 把 固体 作为 连续 介质 处 理 的 固体 力学 的 一 个 分 支 . ? 

在 作用 力 的 影响 下 ,固体 会 发 生 不 同 程度 的 形变 , 即 其 体积 和 形状 改变 . 我 
们 将 以 如 下 的 方式 来 从 数学 上 描述 物体 的 形变 . 物体 中 任意 一 点 的 位 置 由 该 点 
在 某 一 坐标 系 中 的 径 矢 r( 其 分 量 为 x, =x,xs =y,x， =z) 来 确定 . 当 物 体形 变 时 ， 
一 般 来 说 , 它 的 所 有 的 点 都 发 生 了 位 移 . 现在 我 们 来 考查 其 中 的 任 一 给 定点 ,如 
果 在 形变 前 它 的 径 矢 为 r+, 形变 后 它 变 为 另 一 径 和 撩 r' (分量 为 x;). 在 形变 时 , 物 
体 上 点 的 位 移 可 以 用 矢量 r"-r 表示 ,我们 把 它 记 为 wu, 即 : 

U: = % 一 和 (1.1) 

矢量 zx 称 为 形变 矢量 (或 位 移 矢 量 ). 不 言 而 喻 ,点 在 位 移 后 的 坐标 x; 是 该 点 在 
位 移 前 坐标 x; 的 函数 . 因此 ,位 移 矢 量 wx 也 是 坐标 x; 的 函数 . 作为 x; 的 函数 给 
定 矢量 二 后 ,物体 的 形变 也 就 完全 确定 了 . 

当 物 体形 变 时 ,其 点 与 点 之 间 的 距离 发 生 改 变 . 考查 无 限 邻 近 的 两 个 任意 
点 . 如 果 在 形变 前 它们 之 间 的 径 矢 是 dx;, 则 在 形变 后 这 两 点 之 间 的 径 矢 变 为 
dz; = dx; + du 形变 前 这 两 点 的 距离 为 


dl = /dx? + dx2 + dx3, 
dl’ = dx’'’? + dx’2 + dx's. 


@ ”弹性 理论 的 基本 方程 是 柯 西 (A-L. Cauchy) 和 泊 松 (S. D. Poisson) 在 19 世纪 20 年 代 建 立 的 . 


在 形变 后 变 为 





"2. 第 一 章 ”弹性 理论 的 基本 方程 


按照 通常 的 求 和 书写 规则 ,可 以 写 为 

dP? = dx?, dl? = dx’? = (dx, + du,)’, 
以 du = 于 tdx; 代入 ,我 们 可 将 di” 改写 为 
Ne dp 
OX OX 
由 于 右 端 的 第 二 项 中 的 角 标 i 与 是 化 标 ,它们 可 以 互 换 而 写成 对 称 的 形式 


(之 —) dx,dx. 


Qu. 
di2 = dP +2 idxdx, + 
OX. 


0X Ox; 
在 第 三 项 中 ,将 角 标 i 与 1 互 换 . 这 样 就 可 以 得 到 di” 的 最 终 表 达 式 为 
dl”? = dP + 2udx,d%,, (1.2) 
其 中 


1 /Bu, Ou 0 du, 
Ui | (1.3) 
物体 形变 时 长 度 元 的 变化 就 由 这 些 表达 式 确定 . 张 量 wi 称 为 应 变 张 量 . 由 其 定 


义 可 知 它 是 对 称 的 , 即 


= i (1.4) 

和 任何 对 称 张 量 一 样 , 可 以 在 每 一 给 定点 上 把 张 量 uj 化 为 主轴 表示 . 这 就 
是 说 ,在 每 一 个 给 定点 上 ,可 以 选取 这 样 的 坐标 系 一 一 在 其 中 只 有 对 角 分 量 
ya ;uss 不 等 于 零 . 这 些 分 量 称 为 应 变 张 量 的 主 值 ,把 它们 记 为 uw ,ze ， 
u" .但 必须 注意 ,虽然 在 物体 某 一 点 上 张 量 wu; 化 归 到 主轴 ,一 般 而 言 ,在 所 有 
其 它 点 上 的 张 量 仍 是 非 对 角 张 量 , 

如 果 把 给 定点 的 应 变 张 量化 到 主轴 , 则 围绕 该 点 的 体 元 内 的 长 度 单元 
(1.2) 将 具有 以 下 形式 : 
di2 = (6, +2us) dxdx, = (1+2uvo)dxi + (1 +2u62) ) dx? + (1 + 2u' )dx3. 
我 们 看 到 ,这 个 表达 式 可 以 分 解 为 三 个 独立 的 项 . 这 就 是 说 ,在 每 一 个 体 元 内 ， 
物体 的 形变 可 以 看 作 按 照 三 个 相互 垂直 方向 ( 张 量 的 主轴 方向 ) 的 三 个 独立 形 
变 的 总 和 . 这 些 形变 中 的 每 一 个 都 是 沿 主轴 的 简单 拉 伸 (或 压缩 ): 沿 第 一 主轴 
的 长 度 dx 变 为 

dx’ = MI +2u' dx,, 
另外 两 轴 与 此 类 似 . 因此 , 量 
re 

是 沿 第 i 个 主轴 的 相对 伸 长 (dx; - dx;)/dxi. 

实际 上 ,几乎 在 物体 所 有 的 形变 情形 下 应 变 都 是 小 的 . 这 就 是 说 ,物体 中 的 
任何 一 段 距 离 的 变化 与 这 段 距 离 本 身 相 比 都 是 小 量 . 换 句 话说 ,与 1 相 比 相对 


$1 应 变 张 量 Ee 





伸 长 是 小 量 . 以 下 我 们 将 把 所 有 的 应 变 都 看 作 小 应 变 . 

如 果 物 体 受到 小 应 变 , 则 可 知 确定 物体 内 长 度 相对 变化 的 应 变 张 量 的 所 有 
分 量 也 是 小 量 . 至 于 位 移 矢 量 u, ,即使 是 在 小 应 变 的 情形 下 ,有 时 也 可 能 是 大 
的 . 例如 在 细 长 杆 发 生 很 大 弯曲 的 情形 下 , 即 杆 的 两 端 在 空间 有 显著 的 位 移 时 ， 
在 杆 内 的 拉 伸 和 压缩 也 是 微小 的 ， 

除 这 种 特殊 情形 外 了 ,小 应 变 时 位 移 矢 量 总 是 微小 的 . 事实 上 ,任何 “三 维 ” 
物体 ( 即 其 尺寸 在 任何 方向 上 都 不 特别 小 的 物体 ) 显然 不 可 能 发 生 这 样 的 形变 ， 
即 其 各 部 分 在 空间 的 位 移 很 大 ,而 物体 内 部 却 没 有 强烈 的 拉 伸 和 压缩 . 

我 们 将 在 第 二 章 中 单独 讨论 细 杆 . 于 是 ,在 其 余 的 对 应 于 小 应 变 的 情形 ,位 
移 矢 量 及 其 对 坐标 的 导数 也 是 小 的 . 因此 ,一 般 表 达 式 (1.3) 中 的 最 后 一 项 可 以 
看 作 二 阶 小 量 而 略 去 . 这 样 一 来 ,在 小 应 变 情 形 下 ,应 变 张 量 可 以 由 表达 式 

1 /Bu Qu; 
Ui = 去 (地 十 | 
来 确定 . 精确 到 高 阶 小 量 , 给 定点 上 沿 应 变 张 量 主轴 方向 的 长 度 元 的 相对 伸 长 是 
/TFI 1 = ua， 
也 就 是 说 ,它们 是 张 量 wj 的 主 值 . 

让 我 们 来 考虑 任意 一 个 无 限 小 的 体 元 dV, 并 确定 它 在 物体 形变 后 的 大 小 
dV'. 为 此 ,选取 所 考虑 点 上 的 应 变 张 量 的 主轴 作为 坐标 轴 . 这 时 长 度 元 dxi， 
dx, ,dx 在 形变 后 将 变 为 dx' = (1 +u' ) dx, 等 等 . 体积 dy 等 于 乘积 dx dx, dx;， 
而 体积 dY 等 于 dxidx2dxi ,于 是 

dV’ = dV(1 + wu )(l +u®)(l + )， 
略 去 高 阶 小 量 ,我 们 得 到 
dV’ = dV(1 + ud + uu + wu). 
众所周知 , 张 量 主 值 之 和 w+w ”+w 是 一 个 不 变量 , 它 在 任何 坐标 系 中 都 
应 当 等 于 张 量 的 对 角 分 量 之 和 


Ui = UW 十 Uy + 133， 


(1.5) 


于 是 ， 
dV' = dV(1 + wu,). (1.6) 
我 们 看 出 ,应 变 张 量 对 角 分 量 之 和 给 定 了 体积 的 相对 变化 : (dV’ - dV) /dV. 
应 变 张 量 的 分 量 在 球 坐 标 或 柱 坐 标 中 的 表示 经 常 比 其 在 笛 卡 儿 坐 标 系 的 
表示 更 便于 应 用 . 这 里 我 们 给 出 在 这 两 个 坐标 系 里 以 位 移 矢 量 各 分 量 导数 表示 
的 应 变 张 量 分 量 的 表达 式 以 便 参考 . 在 球 坐 标 r,9,p 中 ,我 们 有 


@ 除了 细 杆 的 形变 ,薄板 弯曲 成 柱 面 的 形变 也 应 当归 入 这 一 类 . 这 时 还 应 当 排 除 “三 维 ” 物 体 在 形 
变 时 伴随 有 绕 某 个 轴 转 动 有 限 角度 的 情形 . 
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在 未 形变 的 物体 中 ,分 子 的 分 布 处 于 热平衡 状态 . 这 时 物体 各 部 分 之 间 处 
于 力学 平衡 . 这 就 是 说 ,从 物体 内 分 离 出 一 个 体 元 ,那么 物体 其 余部 分 作用 在 这 
个 体 元 上 的 所 有 力 的 合力 等 于 零 . 

当 发 生 形 变 时 ,分 子 的 分 布 将 会 改变 ,从 而 物体 将 不 再 处 于 原来 所 处 的 平 
衡 状态 . 于 是 就 产生 了 使 物体 回复 平衡 状态 的 力 . 形变 时 产生 的 这 些 内 力 称 为 
内 应 力 . 如 果 物 体 没 有 形变 , 则 其 中 就 没有 内 应 力 . 

内 应 力 是 由 分 子 力 引 起 的 , 即 物体 内 分 子 间 相互 作用 引起 的 . 对 于 弹性 理 
论 来 说 ,分 子 力 具 有 极 小 的 作用 半径 是 十 分 重要 的 . 分 子 力 的 影响 范围 在 产生 
该 力 的 分 子 附近 仅 能 达到 分 子 间距 离 的 数量 级 . 但 作为 宏观 理论 的 弹性 理论 ， 
只 考虑 远 较 分 子 之 间距 离 为 大 的 距离 . 因此 ,在 弹性 理论 中 应 当 认 为 分 子 力 的 
“作用 半径 ”等于零 . 也 可 以 说 ,在 弹性 理论 中 ,引起 内 应 力 的 力 是 从 任何 一 点 出 
发 仅 能 影响 其 邻近 点 的 “ 近 距 作用 ” 力 . 因此 ,作用 在 物体 任何 部 分 上 的 来 自 其 
相 邻 部 分 的 力 , 仅 作用 在 这 部 分 物体 的 表面 上 . 

此 处 有 必要 附加 一 条 补充 说 明 : 当 物体 形变 伴随 有 宏观 电场 出 现时 ,上 面 
的 论断 就 不 再 适用 了 . 这 些 物 体 (热电 体 和 压 电 体 ) 将 在 本 教程 第 八 卷 中 研究 . 

从 物体 上 分 离 出 某 一 块 体积 ,并 考虑 作用 在 其 上 的 合力 . 一 方面 ,这 个 合力 
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可 以 表示 为 体积 分 
[rav, 


这 里 五 是 作用 在 物体 的 单位 体积 上 的 力 ". 另 一 方面 ,被 考虑 体积 本 身 的 不 同 部 
分 的 相互 作用 不 会 产生 非 零 的 合力 ,因为 根据 牛顿 第 三 定律 ,作用 力 与 反作用 
力 在 求 和 时 相互 抵消 . 因此 所 求 的 作用 在 给 定 体积 上 的 合力 ,可 以 仅 看 作 是 这 
块 体积 周围 的 物体 作用 在 其 上 的 力 之 和 . 但 如 上 所 述 ,这 些 力 是 通过 体积 表面 
作用 于 体积 的 ,因此 这 一 合力 可 以 表 为 作用 于 该 体积 的 每 一 面 元 上 的 力 的 总 
和 , 亦 即 表示 为 沿 该 体积 表面 的 某 一 积分 . 


于 是 ,对 于 物体 的 任 一 块 体积 ,其 内 应 力 合力 的 三 个 分 量 中 的 每 一 个 [FidV 


都 可 以 变换 为 沿 该 体积 表面 的 积分 . 由 矢量 分 析 知 ,在 任 一 体积 上 作 标 量 的 积 
分 时 ,如 果 这 个 标量 是 某 一 矢量 的 散 度 ,体积 分 就 可 以 变换 为 面积 分 . 我 们 现在 
遇 到 的 是 矢量 的 积分 而 不 是 标量 的 积分 . 因而 矢量 F, 应 当 是 某 个 二 阶 张 量 的 
散 度 , 即 F, 应 具有 形式 了 
O00, 
全 Bx 
这 样 ,作用 在 某 个 体积 上 的 力 , 可 以 写 为 如 下 包围 该 体积 的 闭 曲 面 上 积分 的 形 
式 :@ 





(2.1) 


JPar [ear = foadf. (2.2) 


张 量 oi 称 为 应 力 张 量 . 从 (2.2) 可 以 看 出 ,odfh 是 作用 于 面 元 df 上 的 力 
的 第 i 个 分 量 . 在 平面 xy,yz,zx 上 选 定 面 元 就 可 以 看 到 ,应 力 张 量 分 量 oj 是 作 
用 在 垂直 于 x; 轴 的 单位 面积 上 的 力 的 第 ;个 分 量 . 这 样 ,在 垂直 于 x 轴 的 单位 
面积 上 ,作用 有 与 它 垂 直 ( 指 向 * 轴 的 方向 ) 的 力 o,, 和 (指向 y 轴 和 z 轴 的 ) 切 
向 力 wj 和 co. 

这 里 有 必要 对 力 odf 的 符号 加 以 说 明 . 在 (2.2) 中 沿 表面 的 积分 是 由 物体 
的 其 余部 分 作用 于 该 表面 围 定 的 体积 上 的 力 . 反之 ,由 该 体积 作用 于 其 周围 部 分 
表面 的 力 具 有 相反 的 符号 . 因此 ,比方 说 ,内 应 力作 用 到 物体 全 部 表面 上 的 力 是 

* “在 连续 介质 力学 中 ,力主 要 分 为 体积 力 (按照 体积 分 布 的 力 ) 和 面 力 (按照 面 积分 布 的 力 ) ,并 且 封 
闭 曲 面 上 的 面 力 可 以 通过 场 论 公式 化 为 体积 力 的 形式 . 作者 在 本 书 中 没有 特意 区 分 源 自 面 力 的 体积 力 和 其 
它 的 体积 力 ,这 为 理解 本 书 相 关内 容 带 来 一 定 困难 , 此 处 的 体积 分 仅 指 源 自 面 力 的 体积 力 . 一 一 译 者 注 

@ 面 元 矢量 df 没 闭 曲面 的 外 法 线 方向 . 闭 曲面 上 的 积分 变换 为 体积 分 时 ,用 算 子 dV .9/9x; 取代 
df， 

@ 严格 地 讲 ,确定 作用 在 形变 后 物体 的 体积 上 的 合力 时 ,积分 不 应 当 按 原 来 的 坐标 x; ,而 应 当 按 形 
变 后 的 点 的 坐标 x! 进行 . 同样 ,导数 (2. 1) 应 当 对 x# 来 取 . 但 由 于 是 小 应 变 , 对 x; 和 对 xi 的 导数 之 间 相 
差 高 阶 小 量 ,因此 所 有 求 导 都 可 以 对 坐标 x; 进行 . 
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-foadf,, 
这 里 积分 遍历 物体 的 表面 ,而 dy 指向 外 法 线 方向 . 
我 们 来 确定 作用 于 物体 某 部 分 的 力 所 产 生 的 矩 . 我 们 知道 , 力 F 的 矩 可 以 
写成 二 阶 反 对 称 张 量 ,其 分 量 为 Fixs - Fx, 这 里 x; 是 力 的 作用 点 的 坐标 9. 因 
此 ,作用 于 体 元 dy 的 力 短 为 (Fixs - Fix;) dy, 而 作用 在 整个 体积 上 的 力矩 是 


Ma 到 [Cp 过 F,x;) dV. 
如 同 作用 于 任何 体积 的 合力 一 样 ,这 些 力矩 也 应 表示 为 沿 体积 表面 的 积分 . 把 
,的 表达 式 (2. 1) 代 入 ,就 得 到 
Mi = [ss ex]dy = 人 一 asiay - [fw i jd 


xz， xi x Bx 8xi 
注意 在 上 式 右 端 第 二 项 中 ,导数 汪 是 单位 张 量 84; 而 第 一 项 中 积分 号 下 的 部 分 
是 菜 一 张 量 的 散 度 , 故 这 一 积分 可 变换 为 面积 分 ;结果 得 到 
M， = ou — ouxi)df. + [los - og) dV. (2.3) 


只 有 在 应 力 张 量 为 对 称 张 量 , 即 

Ox = Ok (2.4) 
时 , 张 量 Mx 才 能 够 用 面积 分 表 出 . 因为 这 时 体积 分 项 消失 了 (关于 (2.4) 这 一 重 
要 的 结果 的 论证 ,我 们 在 本 节 末 还 要 讨论 ). 作用 于 物体 的 某 个 体积 上 的 力矩 于 
是 就 可 以 写成 如 下 简单 的 形式 : 


Mi = [Cr ~ Fx)dV = our — onu%i) dfi: (2.5) 


在 物体 各 向 均匀 受 压 时 ,应 力 张 量 很 容易 写 出 . 这 时 ,作用 于 物体 每 一 单位 
表面 积 上 的 压力 , 即 压 强 的 大 小 是 相同 的 , 且 压 强 指向 物体 表面 的 内 法 线 方 向 . 
如 果 把 这 个 压强 记 为 p, 则 作用 在 面 元 df: 上 的 力 为 - pdf. 另 一 方面 ,这 个 力 可 
以 通过 应 力 张 量 表示 ,应 具有 odfi 的 形式 . 把 -pdf 写 为 -p8sdA 的 形式 ,可 
以 看 出 ,在 各 向 均匀 受 压 时 ,应力 张 量具 有 如 下 形式 : 

Oi = — pO (2.6) 
这 个 应 力 张 量 所 有 不 等 于 零 的 分 量 都 等 于 压强 . 

在 任意 形变 的 一 般 情形 下 ,应力 张 量 的 非 对 角 分 量 也 不 等 于 零 . 就 是 说 ,在 
物体 内 的 每 一 面 元 上 ,不仅 作 用 有 垂直 于 面 元 的 力 , 还 有 与 面 元 相 切 的 使 平行 
面 元 彼此 错开 的 “ 剪 切 ” 应力 . 


中 力 五 的 矩 由 矢量 积 下 xr 来 确定 . 两 个 矢量 的 矢量 积 是 二 阶 反 对 称 张 量 , 其 分 量 已 在 正文 里 
写 出 . 
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当 物 体 处 于 平衡 时 ,在 物体 每 一 个 体 元 上 内 应 力 必须 相互 抵消 , 即 必须 有 
F,=0. 这样, 形变 后 物体 的 平衡 方程 具有 如 下 形式 : 


O00 





= 0. (2.7) 


OX. 

如 果 物 体 处 于 重力 场 中 , 则 作用 在 物体 单位 体积 上 的 内 应 力 与 重力 pg 之 

和 F+pg 应 等 于 零 (p 是 密度 了) ,g 是 重力 加 速度 矢量 ,其 方向 竖 直 向 下 ;在 这 
种 情形 下 ,平衡 方程 的 形式 为 : 





加 (2.8) 

至 于 直接 施加 于 物体 表面 的 外 力 ( 通 常 ,它们 也 是 引起 物体 形变 的 根源 ) ， 
它们 将 出 现在 平衡 方程 的 边界 条 件 中 . 令 P 为 作用 于 物体 表面 单位 面积 上 的 外 
力 ,于 是 作用 在 面 元 af 上 的 外 力 是 Pdf. 平衡 时 ,外 力 必 须 与 作用 在 同一 面 元 上 
的 内 应 力 - odf; 相抵 消 . 于 是 应 当 有 

Pdf - oadf, = 0. 
把 df 写 为 df =nidf 的 形式 ,这 里 n 是 指向 表面 外 法 线 的 单位 矢量 ,由 此 得 
Cun, = P,. (2.9) 

此 即 为 处 于 平衡 的 物体 表面 应 当 满足 的 条 件 . 

我 们 现在 引进 一 个 确定 形变 物体 中 应 力 张 量 平 均值 的 公式 . 为 此 ,将 方程 
(2.7) 乘 以 xx 并 对 物体 整个 体积 求 积 分 , 便 得 : 

ee dy = ay - fo jay =0. 

把 第 一 个 等 号 右 端 第 一 项 变换 为 沿 物体 表面 的 积分 ;第 二 项 的 积分 中 注意 


Ox 
一 三 Sn 由 此 得 
Ox 


po rrdf, 一 |eaar = 0. 
将 式 (2.9) 代 人 上 式 第 一 个 积分 中 , 即 得 
$Piridf = fo dy = V5,, 


这 里 V 是 物体 的 体积 ,而 5 是 在 整个 物体 上 应 力 张 量 的 平均 值 . 利用 关系 式 
Ok =ou, 可 以 把 这 个 式 子 写成 对 称 的 形式 : 

去 = 2h (Piss + Piri) df (2.10) 
于 是 ,应 力 张 量 的 平均 值 可 以 直接 由 作用 于 物体 的 外 力 来 确定 ,而 无 需 先 去 求 


@ 严格 地 说 ,物体 形变 时 其 密度 是 会 改变 的 . 但 在 小 形变 情形 计 人 这 种 改变 只 会 得 到 高 阶 小 量 , 故 
这 种 改变 不 重要 . 
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解 平衡 方程 . 

现在 让 我 们 返回 前 面 已 经 作 过 的 对 应 力 张 量 对 称 性 的 证 明 上 来 ,这 个 证 明 
需要 进一步 准确 化 . 那里 所 提 的 物理 条 件 , 即 张 量 Was 可 以 只 由 面积 分 来 表达 ， 
不 仅 当 张 量 wx 的 反对 称 部 分 ( 即 式 (2. 3) 中 在 体积 分 内 的 表达 式 ) 为 零 时 能 满 
足 ,而 且 当 它们 是 某 一 散 度 , 即 


Our Oni 二 人 本 px Pin = 7 Pha (2. 11) 
时 也 能 满足 . 这 里 gj 是 对 前 两 个 指 a 在 这 种 情形 下 ,这 
一 张 量 被 表示 为 导数 项 9u,/9x; ,并 且 相 应 地 ,应力 张 量 中 出 现 了 位 移 矢量 的 高 
阶 导数 项 . 我 们 在 这 里 所 讨论 的 弹性 理论 中 ,所 有 这 些 项 都 应 当 被 看 作 高 阶 小 
量 而 略 去 . 
然而 ,原则 上 重要 的 是 ,即使 在 这 些 项 不 略 去 ,应 力 张 量 也 可 以 化 为 对 称 形 
式 0. 问题 在 于 这 个 张 量 的 定义 (2. 1) 并 不 唯一 ,而 允许 其 它 的 变换 形式 
Ci 一 Oi 加 la Xin = Xu, (2. 12) 
这 里 x 是 按 后 两 个 角 标 为 反对 称 的 任意 张 量 ;显然 ,用 以 确定 力 F 的 导数 
90i/9%x; 和 9Ow/9%x; 是 恒 等 的 . 如 果 oi 的 反对 称 部 分 具有 式 (2. 11) 的 形式 , 则 
非 对 称 的 oj 可 以 经 过 这 种 形式 的 变换 化 为 对 称 形式 . 对 称 张 量具 有 形式 
Ga= (cu + on) + (pa + ph). (2. 13) 
实际 上 ,由 张 量 
省 让 = Pa t+ Par — Pin 
容易 确认 , 差 9, -oi 具有 式 (2. 12) 的 形式 (P. C. Martin,O. Parodi,P. S. Pers- 
han ,1972 ) . 


83 形变 热力 学 
考虑 任意 一 个 形变 的 物体 ,并 假定 其 形变 的 变化 方式 是 位 移 矢 量 z 改变 一 
个 小 量 5u,; 现 在 来 确定 内 应 力 在 这 一 变化 时 所 作 的 功 . 力 F, = 3coj/9x; 乘 以 位 
移 变 动 5u, 并 沿 整 个 物体 体积 积分 ,有 : 
[saar 四 [2 
Ox 
这 里 我 们 用 符号 SR 表示 内 应 力 在 单位 体积 物体 上 所 作 的 功 . 作 分 部 积分 ,得 到 


[Rav = pouBu dr - [ea 





@ 按照 微观 理论 的 普遍 结果 (对 照 本 教程 第 二 卷 8 32). 
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考虑 在 无 穷 远 处 不 发 生 形变 的 无 限 介质 ,我 们 把 第 一 个 积分 的 积分 曲面 推 
向 无 穷 远 处 ,在 那里 o, =0, 所 以 积分 值 为 零 . 利用 张 量 oj 的 对 称 性 ,第 二 个 积 
分 可 以 重新 写 为 : 
[sRav = = pat (+ ee)av 


Ox 





-了 到 fcss(2 + jay = - [essvudy 
大 i 


于 是 我 们 有 
5R = - odu,. (3.1) 
这 就 是 按照 应 变 张 量 变化 确定 功 8R 的 公式 . 

如 果 物 体 的 形变 足够 小 , 则 在 引起 形变 的 外 力 停止 作用 后 ,物体 将 恢复 到 
形变 前 的 状态 . 这 种 形变 称 为 弹性 形变 . 在 大 形变 时 撤去 外 力 并 不 能 使 形变 完 
全 消失 ,而 是 剩 下 使 物体 的 状态 不 同 于 力作 用 以 前 状态 的 所 谓 的 残余 形变 . 这 
样 的 形变 称 为 塑性 形变 . 今后 ( 除 第 四 章 外 ) 我 们 将 只 考虑 弹性 形变 . 

我 们 进而 假定 ,形变 的 过 程 足 够 缓慢 ,以 致 每 一 瞬时 在 物体 内 都 能 够 建立 
对 应 于 物体 所 处 外 界 条 件 的 热平衡 状态 (实际 上 ,这 一 假定 几乎 总 是 满足 的 ). 
这 样 的 过 程 称 为 热力 学 可 道 过 程 . 

今后 我 们 规定 ,所 有 的 热力 学 量 , 如 箭 $、 内 能 多 等 等 都 是 对 物体 的 单位 体 
积 来 说 的 ,而 不 是 像 在 流体 力学 中 那样 是 对 单位 质量 来 说 的 ,并 且 用 相应 的 大 
写字 母 来 表示 . 

关于 这 一 点 ,有 必要 作 以 下 的 说 明 . 严格 地 讲 , 必 须 对 形变 前 后 的 单位 体积 
加 以 区 分 ;因为 一 般 说 来 它们 包含 有 不 同 数 量 的 物质 . 除去 第 四 章 外 ,我 们 今后 
在 提 到 热力 学 量 时 ,总 是 对 于 形变 前 的 单位 体积 来 说 的 , 亦 即 相对 于 原来 的 体 
积 中 所 含 的 物质 数量 说 的 ,这 些 物质 在 形变 后 可 以 占据 与 原来 不 一 样 的 体积 . 
按照 这 个 规定 ,例如 ,物体 的 总 能 量 总 是 将 多 沿 未 形变 物体 的 体积 积分 得 到 的 . 

内 能 的 无 限 小 变化 d 多 ,等 于 单位 体积 物体 获得 的 热量 与 内 应 力 所 作 功 dR 
之 差 . 在 可 逆 过 程 中 热量 等 于 7d$, 这 里 了 是 温度 . 这 样 ,d 多 = Td5S - dR; 把 式 
(3.1) 中 的 dR 代入, 就 得 到 

d 多 = TdS + odu,. (3.2) 
这 就 是 物体 形变 时 的 基本 热力 学 关系 . 
在 物体 各 向 均匀 受 压 时 ,应 力 张 量 oy = -p54(2.6). 这 时 
Oakduly = — pdus, = — pdu,. 
但 我 们 知道 (参看 (1.6) ) ,应 变 张 量 对 角 分 量 之 和 w; 是 形变 时 体积 的 相对 变 
化 . 如 果 考 虑 单位 体积 , 则 几 正 好 是 这 个 体积 的 变化 ,而 du 就 是 体 元 的 变化 
dV. 这 时 ,热力 学 关系 就 表现 为 通常 的 形式 
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dg = TdS - pdV. (3. 2a) 
在 引进 能 量 的 同时 ,我 们 还 要 引进 物体 的 自由 能 下 = 多 - 7S, 改 写 关系 式 
(3.2) 为 


dF =— SdT + odu, (3.3) 
的 形式 . 最 后 ,物体 的 热力 学 势 B 定义 为 
DB = GE-TS- ou = FF- ou (3.4) 


这 个 式 子 即 为 通常 的 表达 式 B= 多- TS + pV 的 推广 ?. 将 式 (3.4) 代 入 式 
(3.3), 得 
dB =- SdT - wdo,. C3..5) 
在 式 (3.2) 与 式 (3.3) 中 ,独立 变量 分 别 是 5,w4 与 7,wa. 将 多 或 分别 在 炉 5 
或 温度 了 不 变 的 条 件 下 对 应 变 张 量 的 分 量 求 导 , 即 可 以 得 到 应 力 张 量 的 分 量 ; 








人 (3:6) 
同样 将 B 对 应 力 张 量 分 量 wu 求 导 , 即 得 应 变 张 量 分 量 ww: 
=-(2] Ca 
$4 胡 克 定律 


为 了 有 可 能 把 热力 学 关系 应 用 于 各 种 具体 情形 ,有 必要 把 自由 能 F 表示 为 
应 变 张 量 的 函数 . 利用 形变 的 微小 性 并 相应 地 将 这 个 自由 能 按 应 变 张 量 的 分 量 
xz 的 寡 级 数 展 开 ,这 一 表达 式 很 易于 得 到 . 这 时 ,我 们 又 一 次 只 考虑 各 向 同性 的 
情形 ;对 应 于 晶体 的 相应 表达 式 ,我 们 将 在 $10 中 给 出 . 

考虑 处 于 某 一 沿 物体 为 恒定 的 温度 下 的 形变 物体 ,我 们 将 认为 ,不 存在 外 
力 时 物体 在 这 个 温度 下 处 于 未 形变 状态 (我 们 之 所 以 作 此 说 明 , 是 由 于 在 后 面 
§6 要 讨论 的 热膨胀 ). 于 是 当 wj =0 时 ,内 应 力也 是 等 于 零 的 , 即 oj =0. 既然 


cu = 2 ,可见 把 亚 展 为 w 的 备 级 数 应 当 没 有 线性 项 . 


其 次 ,既然 自由 能 是 标量 , 则 在 的 展开 式 中 的 每 一 项 也 都 是 标量 . 由 对 称 
张 量 的 分 量 wi 可 以 组 成 两 个 独立 的 二 阶 标量 ,可 以 取 对 角 分 量 的 平方 和 己 与 
所 有 分 量 的 平方 和 己 作 为 这 两 个 标量 . 把 下 展开 为 ui 的 短 级 数 ,我 们 就 得 到 精 
确 到 二 阶 项 的 表达 式 


=F + 分 吉 + Wu. (4.1) 


@ 在 各 向 均匀 压缩 时 ,表达 式 (3.4) 变 为 男 = 忆 +pui = 了 +p(V -Vo) ,其 中 V-Vo 是 形变 引 才 的 体 
积 改 变 . 可 见 , 这 里 给 出 的 甸 的 定义 与 通常 热力 学 中 给 的 定义 罗 =F+pV 多 出 了 -pVo 项 . 
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这 就 是 各 向 同性 物体 形变 后 自由 能 的 一 般 表 达 式 . 量 A 与 人 称 为 拉 梅 系数 . 
我 们 在 $ 1 看 到 ,形变 时 体积 的 变化 由 和 4; 确定 . 如 果 在 形变 时 这 个 和 等 
于 零 , 则 说 明 在 形变 时 物体 的 体积 不 变化 ,变化 的 仅仅 是 形状 . 这 种 没有 体积 变 
化 的 形变 称 为 剪 切 . 
与 以 上 情况 相反 的 形变 是 只 有 体积 变化 而 没有 形状 变化 的 形变 . 这 时 , 物 
体 的 每 一 体 元 形状 都 保持 不 变 . 由 § 1 得 出 ,在 这 种 形变 下 张 量 wx = const ， 6. 
这 种 形变 称 为 全 压缩 . 
任何 形变 都 能 表示 为 纯 剪 切 形变 与 全 压缩 形变 之 和 . 为 此 ,只 需 写 出 恒 等 
式 
Ui = (ws 一 dau) 十 dau (4.2) 
即 足 以 说 明 问 题 . 显然 ,等 号 右边 第 一 项 是 纯 剪 切 , 因 为 它 的 对 角 项 之 和 为 零 
(注意 5; =3). 第 二 项 则 与 全 压缩 相关 . 
作为 各 向 同性 体形 变 后 自由 能 的 一 般 表 达 式 , 除 式 (4. 1) 之 外 ,利用 上 述 结 
论 把 任意 形变 分 解 为 纯 剪 切 与 全 压缩 将 更 为 方便 . 也 就 是 ,分 别 取 式 (4.2) 中 的 
第 一 和 第 二 项 分 量 的 平方 和 作为 两 个 独立 的 二 阶 标量 ,这 时 具有 形式 了 
F = pu, - Tau) + (4.3) 
量 天 与 人 分 别称 为 全 压缩 模 量 (有 时 简称 为 压缩 模 量 ) 与 剪 切 模 量 . 天 与 拉 梅 系 
数 之 间 的 关系 是 


K = + 了 (4.4) 


如 所 周知 ,在 热平衡 状态 下 自由 能 取 极 小 值 . 如 果 没 有 任何 外 力作 用 于 物 
体 , 则 顾 作 为 wi 的 函数 应 当 在 wj =0 时 取 极 小 值 . 这 就 是 说 ,二 次 型 (4. 3) 必须 
为 正定 的 . 如 果 选 取 张 量 uw 使 =0, 则 式 (4.3) 中 只 剩 下 第 一 项 ;如 果 选 取 张 
量 wj = const， 85;, 则 式 (4.3) 只 剩 下 第 二 项 . 由 此 可 知 ,二 次 型 (4.3) 为 正定 的 
必要 条 件 (显然 也 是 充分 条 件 ) 是 系数 下 与 上 均 为 正 . 

于 是 我 们 得 到 以 下 的 结果 , 即 全 压缩 模 量 与 剪 切 模 量 永远 是 正 的 : 

K>0, p>0. (4.5) 
现在 利用 一 般 热力 学 关系 (3.6) ,并 由 它 来 确定 应 力 张 量 . 为 了 计算 导数 


训 -, 我 们 写 出 在 恒温 下 的 全 微分 dF 


dF = Kuyduy + 2p( wi 一 usa jd( wi 一 本 us 





@ ”出 现在 式 (4.1) 中 的 常数 项 Po 是 形变 前 物体 的 自由 能 ,今后 我 们 不 考虑 它 . 因此 ,为 简单 计 , 永 
远 将 它 略 去 ,而 把 FF 理解 为 我 们 关心 的 形变 自由 能 ,或 者 说 ,弹性 自由 能 . 
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第 二 项 中 的 第 一 个 括号 乘 以 6 后 即 得 零 , 于 是 得 出 
dF = Kundus + 2p( ws - Bunda) dua, 
或 者 ,把 dui 写 为 6idui, 则 
dF = | KusSa + 2p( wn — Buna) | du 
由 此 得 出 应 力 张 量 
gn = KusBs + 2p (us 了 az， (4.6) 


对 于 各 向 同性 物体 ,这 就 是 通过 应 变 张 量 确定 应 力 张 量 的 表达 式 . 由 此 式 可 知 ， 
如 果 形 变 是 纯 剪 切 或 纯 全 压缩 , 则 wx 与 was 之 间 的 联系 相应 地 就 仅 由 一 个 前 切 
模 量 或 全 压缩 模 量 来 决定 . 

不 难得 到 用 wi 表示 oj 的 逆转 公式 . 为 此 求 出 对 角 项 的 和 o;. 由 于 式 (4.6) 
中 第 二 项 对 应 的 和 为 零 ,于 是 ws =3Kuw; ,因而 
二 二 cr (4. 7) 
把 它 代 入 式 (4.6) ,就 确定 了 uw, 即 得 


ww.. 


1 1 1 
Ui = KRSacv 十 2 Ci 一 了 su 可 ， (4.8) 


这 就 是 通过 应 力 张 量 表示 应 变 张 量 的 表达 式 . 

等 式 (4.7) 说 明 , 在 各 向 同性 物体 的 任何 形变 中 ,体积 的 相对 变化 wu; 仅仅 
与 应 力 张 量 的 对 角 分 量 之 和 go; 有关 ,而 wi 与 0; 之 间 的 联系 仅 由 全 压缩 模 量 确 
定 . 在 全 (均匀 ) 压 缩 时 ,应 力 张 量 的 形式 是 oj = -p56 因此 ,在 这 一 情形 中 ,由 
式 (4.7) 可 得 


ai 
u; = Kk (4.9) 


由 于 形变 小 ,wi 与 p 都 是 小 量 ,于 是 我 们 可 以 把 体积 相对 变化 对 压强 之 比 wj 
写 为 微分 形式 (1/V) (ay/ap) 1; 这 时 
1 1Vey 
K 7 (5): 
量 净 称 为 全 压缩 率 (或 简称 为 压缩 率 ). 


从 式 (4.8) 我 们 看 出 ,应 变 张 量 wi 是 应 力 张 量 cx 的 一 个 线性 函数 . 换 句 话 
说 ,形变 与 作用 于 物体 的 力 成 正比 . 这 个 对 小 形变 成 立 的 规律 被 称 为 胡 克 定律 0. 


@ 事实 上 胡 克 定律 对 于 所 有 实际 的 弹性 形变 都 适用 . 问题 在 于 , 当 胡 克 定 律 仍然 是 很 好 的 近似 时 
物体 的 形变 通常 已 经 不 再 是 弹性 的 了 (橡皮 一 类 的 物体 除外 ). 
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让 我 们 引进 形变 物体 自由 能 的 另外 一 种 方便 的 形式 , 它 可 以 从 FF 是 应 变 张 
量 的 二 次 型 直接 得 到 . 按照 欧 拉 定理 ,ui8F/9u =2F, 由 于 9F/9uis =ow, 所 以 有 
O ip Wig 
rn 一 SD 
如 果 把 wi 用 ou 的 线性 组 合 代 入 这 个 公式 , 则 弹性 能 就 可 以 表示 为 wx 的 二 
次 函数 . 再 次 应 用 欧 拉 定理 ,我 们 有 
aF 


os, = 2F 
访 Ep » 


(4. 10) 


把 它 与 式 (4. 10) 比较, 说 明 

oF 

OO 
然而 ,这 里 需要 强调 的 一 点 是 ,公式 oa = 9F/9us 是 一 般 热力 学 的 关系 式 , 而 逆 
关系 (4. 11) 的 适用 性 却 是 与 满足 胡 克 定律 相关 的 . 
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让 我 们 来 研究 一 些 最 简单 的 均匀 形变 的 情形 , 即 应 变 张 量 在 整个 物体 上 为 
常量 的 情形 了 . 例如 ,已 经 讨论 过 的 全 压缩 就 是 均匀 形变 . 

现在 考虑 杆 的 所 谓 简单 拉 伸 (或 压缩 ). 将 杆 沿 z 轴 放 置 ,在 杆 的 两 端 施 加 
方向 相反 的 拉力 . 这 些 力 均 匀 地 作用 在 杆 端 表面 , 令 单位 面积 所 受 的 力 为 p. 

由 于 形变 是 均匀 的 , 即 wi 沿 物体 为 常量 , 故 应 力 张 量 oi 也 是 常量 ,所 以 它 
可 由 边界 条 件 (2.9) 直 接 确 定 . 在 杆 的 侧 表 面 上 没有 外 力作 用 ,于 是 on; =0. 
因 杆 侧 表面 上 的 单位 矢量 n 垂直 于 z 轴 , 即 只 有 分 量 n,,n,, 于 是 可 知 ex 的 所 有 
分 量 除 o, 之 外 全 部 为 零 . 在 杆 端 表面 上 on, =p, 所 以 o, =p. 

从 联系 应 变 张 量 与 应 力 张 量 的 一 般 表 达 式 (4. 8 ) 可 知 ,xnr 中 所 有 “天 的 分 
量 都 等 于 零 ,我 们 得 到 其 余 的 分 量 为 

1 1 
| el es,. 

分 量 wu, 给 出 杆 沿 z 轴 的 相对 伸 长 . p 的 系数 称 为 拉 伸 系数 ,其 倒数 称 为 拉 伸 

模 量 (或 称 杨 氏 模 量 )E: 





Ui = 


(4.11) 





= 
i (5.2) 
其 中 
9Kn 
E = 3 (5.3) 





@ 作为 坐标 函数 的 应 变 张 量 的 六 个 分 量 wi 不 是 完全 独立 的 量 ,因为 它们 是 用 三 个 独立 函数 (位 移 
矢量 & 的 三 个 分 量 ) 的 导数 表示 的 (参看 $7 习题 9). 不 过 六 个 常量 wa 原则 上 能 够 以 任意 的 方式 给 定 . 
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分 量 uw 与 wu 确定 杆 沿 横向 的 相对 压缩 . 横向 压缩 与 纵向 伸 长 之 比 称 为 泊 松 系 
数 o( 或 称 泊 松 比 )?: 


Uy = OU,, (5.4) 
其 中 
三 二 
CC = aR tn (5.5) 


由 于 KK 与 永远 为 正 ,所 以 各 种 实际 材料 的 泊 松 系数 只 能 在 -1( 当 =0) 
到 1/2( 当 j=0) 之 间 变 动 . 因此 @ 


-1<o< 考 (5.6) 

最 后 ,在 拉 伸 时 杆 体 积 的 相对 增加 等 于 
w= 也 (5.7) 
杆 拉 伸 后 的 自由 能 可 以 直接 利用 公式 (4. 10) 写 出 . 由 于 只 有 分 量 o, 蜡 于 零 , 故 
F = 了 eu < 2 (5. 8) 


遵照 通用 惯例 ,今后 我 们 将 用 五 与 o 而 不 用 模 量 天 与 从 后 两 个 模 量 以 及 
第 二 个 拉 梅 系数 都 可 以 用 EE 与 o 表示 出 来 


Eo E E 
MT DC od Wi rr C00) 
让 我 们 用 五 与 er 写 出 前 一 节 几 个 一 般 公式 . 对 于 自由 能 是 
二 _E 2 [ea 2 
pag te (5. 10) 
应 力 张 量 用 应 变 张 量 的 表示 是 
__E Cr 
ou = 本 (ua + 二 一 | (5.11) 
其 道 关 系 是 
Wi = [0 + 0o)0o - oond,]. (5. 12) 


公式 (5. 11) 与 (5. 12) 会 经 常用 到 ,为 方便 计 , 我 们 把 它们 以 分 量 的 形式 写 在 
下 面 : 


@ 以 og 表示 泊 松 系数 不 会 和 以 wx 表示 应 力 张 量 混淆 ,因为 后 者 总 带 有 下 标 . 

@ 实际 上 , 泊 松 系数 只 在 0 到 172 之 间 变 动 . 我 们 现时 还 不 知道 具有 o <0 的 物体 , 即 当 纵向 受 拉 
时 横向 尺寸 增加 的 物体 . 还 可 以 证 明 ,不等式 o>0 与 和 A>0 相当 ,这 里 A 就 是 在 (4.1) 中 引进 的 拉 梅 系 
数 ;换言之 ,不 仅 (4.3) 式 中 的 两 个 系数 实际 重 为 正 ,(4. 1) 式 中 的 系数 也 为 正 ,尽管 从 热力 学 的 观点 来 看 
这 并 不 是 必要 的 . o 值 接近 1/2 的 情形 (例如 橡皮 ) 对 应 于 剪 切 模 量 远 小 于 压缩 模 量 的 情形 . ( 现 已 发 明 
og <0 的 特异 材料 , 即 在 一 个 方向 上 拉 伸 时 在 与 其 垂直 的 方向 上 也 伸张 的 材料 ,这 种 材料 的 中 文 术语 为 
“ 负 泊 松 系 数 材料 ”, 英 文 术 语 为 “auxetics”. 译 者 注 ) 
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o [(1 -oo)u,, +o(u,, + wu,)], 


E 
“(1l+0)(l -20) 














or = 77 T 2 [(1 -oz)zvy to(u,, + wu,)], 
(1l+o)( 0o) (5. 13) 
TT, = rp re -0o)u, + Oo(u,, + zz)]， 
Oo Er 0O,., = 到 Oo,, = . u 
A Ga 下 -人 天 
其 逆 公 式 是 
1 
u, = lo -lo +a-)]， 
1 
Uy = Elow -ol(o. +0,)], 
(5.14) 
ws = Flo -ol0% +anr)]， 
_l+o _l+o _l+o 
Uy Er E Oy) WU 三 TE na， Uy, > E O ys* 





现在 来 讨论 杆 受 压 而 其 侧面 固定 使 横向 尺寸 不 可 能 变化 的 情形 ,外力 沿 杆 
长 作用 在 杆 的 两 端 ,这 时 仍 取 杆 长 方向 为 z 轴 . 这 种 形变 称 为 单 向 压缩 . 由 于 杆 
的 形变 仅 沿 着 z 轴 , 所 以 uj 的 所 有 的 分 量 只 有 4. 异 于 零 . 由 式 (5. 13 ) 得 出 
三 Eo 志 泛 FI-a) 
”一 (t+ 2r) >” (+oc)G-2r)“” 


仍 以 p 表示 压强 (o, =P, 压 缩 时 取 负 值 ) ,得 到 


Ox 一 o 





二 Tp (5. 15) 
前 面 的 系数 称 为 单 向 压缩 率 . 横向 应 力 是 
ou = om = 了 一 (5. 16) 
最 后 , 杆 的 自由 能 为 
率直 (5.17) 


2 有 (1 -0o) 
§6 具有 温度 改变 的 形变 


现在 来 研究 伴随 有 物体 温度 改变 的 形变 ;温度 改变 之 所 以 发 生 , 可 以 是 形 
变 过 程 自身 的 结果 ,也 可 以 是 出 于 外 部 的 原因 . 

我 们 认定 ,在 某 一 给 定 温度 Tu 下 ,没有 外 力 时 物体 处 于 未 形变 的 状态 . 如 
果 物 体 处 于 与 To 不 同 的 温度 了 下 , 则 一 般 来 说 ,即使 没有 外 力 物 体 也 会 由 于 热 
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脱 胀 发 生 形变 . 因此 ,在 自由 能 f(T) 的 展开 式 中 不 仅 包 含有 应 变 张 量 的 平方 
项 ,而 且 也 包含 其 线性 项 . 由 二 阶 张 量 wj 的 分 量 只 可 能 构成 一 个 线性 的 标量 , 即 
其 对 角 分 量 之 和 wu. 我 们 还 假定 伴随 有 形变 的 温度 变化 7 了 -7 也 很 小 . 于 是 可 
以 认为 ,在 F 的 展开 式 中 以; 的 系数 ( 当 T 了 = 了 TT 时 为 零 ) 正 比 于 温差 了 - Tu. 于是， 
替代 以 前 的 式 (4.3) ,我 们 得 到 如 下 的 自由 能 表达 式 : 
F(T) = F(T) ~ Ka(T - Tou + p(n - Taus) + Ku, (6.1) 
这 里 将 7 了-7 的 系数 写作 - Ka. 此 处 应 当 认 为 量 风 ,天 ,a 为 常量 , 因 如 果 计 及 它 
们 与 温度 的 依赖 关系 ,引进 的 将 是 高 阶 小 量 . 
将 下 对 ws 求 导 ,我 们 即 得 到 应 力 张 量 : 


ou = Ka(T ~ To)8a + Kusda + 2p( wa - au) (6. 2) 


上 式 第 一 项 是 与 物体 温度 变化 有 关 的 附加 应 力 . 当 物 体 在 没有 外 力作 用 下 
自由 热膨胀 时 ,应 当 没 有 内 应 力 . 令 0 为 零 ,我们 得 到 wi 具有 形式 wi = const ， 
6, 并 且 

ur = a(T -7,). (6.3) 
然而 是 形变 时 体积 的 相对 改变 . 因此 a 恰好 是 物体 的 热膨胀 系数 . 

从 热力 学 的 角度 看 ,在 各 种 类 型 的 形变 中 ,最 重要 的 是 等 温 形 变 和 绝热 形 
变 . 等 温 形 变 时 物体 的 温度 不 变 . 因此 在 式 (6. 1) 中 应 当 令 T=7,, 这 时 我 们 便 
返回 到 通常 的 公式 ;因此 系数 天 与 人 可 以 称 为 等 温 模 量 . 

绝热 形变 是 这 样 一 类 形变 , 即 形变 时 物体 的 各 部 分 之 间 不 发 生 热 交 换 , 而 
且 物 体 与 周围 的 介质 也 没有 热 交换 . 这 时 粹 5S 保持 为 常量 . 如 所 周知 , 炉 等 于 自 
由 能 对 温度 的 导数 - 39F/97T, 对 式 (6. 1) 求 导 就 得 到 精确 到 ww 一 阶 项 的 表达 式 : 

S(T) = S$,(T) + Kau,. (6.4) 
令 5 为 常量 ,可 以 确定 形变 时 温度 的 变化 7-7,, 由 此 可 见 , 它 与 成 正比 : 


(7 -TT,) = — Kou. (6.5) 
把 这 个 式 子 代 人 式 (6.2) ,我 们 就 得 到 o ,的 通常 表达 式 
os = 天 US + 2 人 ti 一 das). (6.6) 


式 中 剪 切 模 量 / 与 原来 的 相同 ,但 压缩 模 量 K,, 却 是 不 同 的 . 不 过 ,可 以 直接 由 


以 下 一 般 热 力学 公式 
oaVy _ /eV Ta? 
(a (而 上 (a7), 
得 到 绝热 模 量 K., 与 通常 的 等 温 模 量 天 之 间 的 关系 ,这 里 C, 是 物体 的 体积 定 压 
热 容 . 如 果 把 了 看 作 形 变 前 单位 体积 所 含 物质 形变 后 占有 的 体积 , 则 导数 97/e7 
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与 9V/6p 分 别 给 出 在 加 热 和 讨 缩 时 体积 的 相对 变化 . 换 句 话说 , 即 
WW a (WW 1 WN ll 
(7 ’ (3 Ks’ (二 天- 
于 是 我 们 得 到 绝热 模 量 与 等 温 模 量 之 间 的 关系 为 上 
1 1 Ta’ 





K, 一 -| ra 一 C， 了 Maa = K: (6. 7) 
至 于 绝热 条 件 下 的 拉 伸 模 量 和 泊 松 系数 ,我 们 很 容易 得 到 以 下 关系 式 : 
E go + ETo’ /(9C,) (6. 8) 
ad 二 Ou A " 


1 - ETa’/(9C,) 1 - ETa’/(9C,) 
在 实际 情况 下 , 量 ETa /C, 通常 很 小 ,于 是 可 以 足够 精确 地 将 它们 写 为 


E,, - + 已 玫 ， ott (6.9) 


在 等 温 形 变 时 ,应 力 张 量 表示 为 自由 能 的 导数 形式 : 


Oi = ( pp ; 


对 于 等 粹 情形 , 则 应 当 写 成 (参看 (3.6)) 
Fe ( 0] ; 


QUi 5 
其 中 多 是 内 能 . 与 此 相应 ,对 于 绝热 形变 ,类 似 于 式 (4. 3) 的 表达 式 所 确定 的 不 
是 自由 能 ,而 是 物体 的 体积 内 能 : 


K, 
多 = 多 +p( Us — wa) (6.10) 
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现在 来 推导 各 向 同性 固体 的 平衡 方程 . 为 此 ,我 们 将 应 力 张 量 表达 式 
(5.11) 代 入 一 般 方程 (2. 8): 











OX 
我 们 有 
00 Eg Ou E Ou 
ps 国 
Ox (1 +0o)(1 -20) Bx 1 +o Ox, 


再 将 wa= 广 (于 :+ Eh 即 得 到 如 下 形式 的 平衡 方程 : 
E E Ou 
2(1 0 i + 201 +0o)(l1 -20) 9x;9xi PEé: 





= 0. (7.1) 


@@ 要 由 (6.5) 与 (6.6) 导 出 这 个 关系 ,我 们 还 需 应 用 热力 学 公式 C, - C, = Ta?K. 
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可 以 很 方便 地 将 这 些 方程 改写 为 矢量 形式 . 在 以 上 方程 使 用 的 符号 中 ,82u/8x? 
是 矢量 Au 的 分 量 , 而 9u,/3x, 三 V，u. 这样 一 来 ,平衡 方程 可 表示 为 
1 2(1 +o) 





Au+T -37 VV'u=-pg 玉 (7.2) 
有 时 ,利用 熟知 的 矢量 分 析 公 式 
VV:u=Au+VYVxVxu 
a 此 时 式 (7.2) 可 变 为 形式 : 
VY:'u- Ed ah (7.3) 





ee o) E(l1l -0o) 
我 们 这 里 写 出 在 均匀 重力 场 中 的 平衡 方程 ,是 考虑 到 在 弹性 理论 中 ,重力 
是 最 常见 的 体积 力 (简称 体力 ). 当 存在 别 的 体力 时 ,方程 式 右 端 的 矢量 pg 可 以 
用 相应 的 别 的 体力 代替 . 
最 为 重要 的 情况 是 形变 并 非 由 体力 而 是 由 作用 于 物体 表面 的 力 而 引起 的 . 
在 这 种 情况 下 ,平衡 方程 是 
(1 -20)Au +VVY.:u = 0, (7.4) 
或 者 是 其 另 一 种 形式 
2(1-o)VV'z-(1-2c)VxVxau =0. (7.5) 
外 力 只 能 通过 边界 条 件 引 入 方程 的 解 中 . 
应 用 算 子 V 于 方程 (7.4) ,并 注意 VY. V = A, 则 得 
AV.z =0， (7.6) 
即 V. w( 形 变 时 确定 体积 变化 的 量 ) 是 调和 函数 . 应 用 拉 普 拉 斯 算 子 A 于 方程 
(7.4) , 即 得 到 
AAu = 0， (7.7) 
亦 即 在 平衡 时 ,位 移 矢 量 满足 双 调 和 方程 . 这 些 结果 在 均匀 重力 场 内 依然 成 立 
(因为 在 进行 微分 运算 时 ,方程 (7.2) 的 右 端 项 消失 ). 不 过 ,在 外 加 体力 沿 物体 
变化 的 一 般 情形 下 ,这些 结果 便 不 再 成 立 了 . 
位 移 矢 量 满足 双 调 和 方程 这 一 事实 ,当然 并 不 意味 着 平衡 方程 (在 没有 体 
积 力 时 ) 的 通 解 是 任意 双 调 和 函数 矢量 . 应 当 记 住 ,函数 w(x,y,z) 实 际 上 还 必 
须 满足 更 低 阶 的 微分 方程 (7.4). 同时 ,平衡 方程 的 通 解 可 以 通过 任意 双 调 和 矢 
量 的 导数 表示 (参见 习题 10). 
如 果 物 体 非 均匀 受热 , 则 在 平衡 方程 中 必须 增加 附加 项 ,在 应 力 张 量 中 必 
须 计 入 - Ka(T-7,)64 这 一 项 ( 见 (6.2) 式 ). 相应 地 ,在 30;/9x; 中 出 现下 面 
一 项 : 


aT Ea aT 


se 
Ox 3(1 - 20) 9x， 
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最 后 ,我 们 得 到 如 下 形式 的 平衡 方程 : 


3(1 - co) ,3(1 -20) 各 
人 VV DY VN (7.8) 


现在 来 考虑 平面 应 变 的 特殊 情形 . 这 时 ,在 整个 物体 内 ,位 移 矢 量 的 一 个 分 
量 等 于 零 (x. =0) ,而 uw,,w, 仅 与 *,y 有 关 . 同时 ,应 变 张 量 的 分 量 w,,w,,,w,, 恒 
等 于 零 , 应 力 张 量 的 分 量 0,,,o;, 也 同时 为 零 ( 但 纵向 应 力 ec, 不 为 零 ,为 保证 物 
体 沿 z 轴 方向 的 长 度 不 变 必须 有 纵向 应 力 存在 ). 

因为 所 有 的 量 都 与 坐标 z 无 关 , 所 以 (无 体力 时 的 ) 平 衡 方程 30/9x; =0， 
在 所 讨论 的 情形 中 归结 为 以 下 两 个 方程 ; 











0 
EO A ,Ce (7.9) 
Ox 07 0X oy 
能 满足 上 述 方程 的 函数 o,, ,0 ,0o,, 的 最 一 般 形 式 是 
ox ox ox 
Ox = 972 Oy 二 dx0y” Oyy = Dx2 ” (7. 10) 


式 中 的 x 是 x 与 7 的 任意 函数 . 不 难 求 出 这 个 函数 所 应 满足 的 方程 . 这 样 的 方程 
肯定 存在 ,因为 实际 上 这 三 个 量 o,, ,0o,,,0,, 总 可 以 通过 两 个 量 4, ,w, 来 表示 , 因 
此 这 三 个 量 并 不 相互 独立 . 借助 于 公式 (5. 13 ) ,对 于 平面 应 变 我 们 求 得 

E 


Ot Cyy = re + wu,,). 


但 是 





Om = In = AX, tg 


而 根据 公式 (7.6),V 'z 是 调和 函数 ,这 样 我 们 就 可 以 断定 ,函数 Y 满足 如 下 方 
程 : 
AAx = 0， (7.11) 
亦 即 xx 是 双 调 和 函数 . 函数 x 称 为 应 力 范 数 . 在 平面 问题 求解 并 找到 函数 xX 之 
后 ,纵向 应 力 rc。 即 可 直接 按 如 下 公式 求 出 : 
oFE 


rr er A 
或 
ee (7.12) 
习 ”是 


1. 试 确定 重力 场 中 竖 直 放置 的 长 杆 ( 长 度 为 1) 的 形变 . 
解 : 取 z 轴 活 杆 轴 的 方向 ,而 xy 平面 为 杆 下 端的 平面 . 平衡 方程 是 


20 ， 第 一 章 ”弹性 理论 的 基本 方程 








三 “一 一 二 0 ， i 一， 国 
DOX; OX Ps 


在 杆 的 侧 表面 上 , 除 os 外 ,oi 的 所 有 分 量 都 应 当 是 零 , 而 在 其 上 端 (z =1) ,= 
on =0,s =0. 满足 这 些 条 件 的 平衡 方程 的 解 是 : 

=— pg(l -z)， 
其 余 的 所 有 分 量 ok =0. 我 们 可 由 oi 确定 wi 的 表达 式 : 


= 
Us = Uy = Epg(1 ~ 7), Us = -82 下， Wy = Us 二 ly, 


由 此 通过 积分 便 得 到 位 移 撩 量 的 各 分 量 : 


UU, 三 pg(1 -2)x， 
u, = p81 - 2)y, 
"= (0 


w, 的 表达 式 仅 在 杆 的 下 端 表面 的 一 个 点 上 满足 边界 条 件 必 =0. 因此 ， 所 得 到 的 
解 在 杆 下 端面 附近 不 适用 . 

2. 候 定 空心 于 的 内 部 压强 为 ,外 夯 压强 为 p。 , 试 确定 全 于 (内 、 外 各 
分 别 为 Ri,R,) 的 形变 . 

解 :引进 原点 位 于 妹 心 的 妹 业 入: 位 移 拓 量 下 的 方 向 处 处 活着 半径 且 只 是 ， 
的 函数 . 因此 , 久 Xu =0, 而 方程 (7T.5) 化 为 





VY: 2 =:0. 
于 是 - 
Vu -= 1 du 2) dt 
7 dr 
或 
b 
u = GCT 二 一 
r 
应 变 张 量 的 分 量 ( 见 式 (1.7)) : 
u Ee Ug = 天 a 
mr 2 80 pp r3 
径 向 应 力 : 
[(1 — Oo)u,, + 20ug] ee 


1 

(1+al)(1-2c) 
其 中 的 常数 a,b 由 边界 条 件 确定 . 边界 条 件 是 : 当 了 = 尺 , 时 av = -pi; 当 r=R, 
时 og, = -ps. 由 此 得 到 
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时 PiIRI - PR 1 - 2 | RiRs(p! - pa) 1 + 
2 
因此 ,如 果 球 的 内 部 压强 Pi =p, 而 在 外 部 p, =0, 则 活着 球 厚 度 的 应 力 分 布 
由 如 下 公式 给 出 : 














_ PR RB oR R 
GT- i Op = Iop = i 
对 于 厚度 hh=R, -R << 尽 的 薄 球 壳 , 则 有 近似 公式 : 
2 
_ PR (1 一 5) 有 _PR - _p 
i nh 


( 0, 为 径 向 应 力 党 薄 这 厚度 的 平均 值 ). 
令 R=, R,=% ,pi=0,p, =Pp 即 可 得 到 具有 球 腔 ( 半 径 为 尺 ) 的 无 限 弹性 
介质 在 承受 各 向 均匀 压缩 时 的 应 力 分 布 : 
R’ R’ 
Or =-zll | ceo = Oo =-zll 下 
在 球 腔 的 边界 上 ,与 球 腔 相 切 方向 的 正 应 力 ou =ase = -3p/2, 即 已 超出 无 限 
远 处 的 压强 . 
3. 试 确定 半径 为 民 的 实心 球 在 自身 引力 场 作用 下 的 形变 
解 :在 球体 单位 质量 上 作用 的 引力 等 于 -gr/R, 将 该 式 代入 方程 (7.3) 替 换 
式 中 的 g, 即 得 如 下 的 径 向 位 移 方程 : 
五 (1 - Cr d/1 d(riu 
i 了 (到 = pe 玉 
利用 在 r=0 时 解 有 限 并 满足 r= 尺 时 o,, =0 的 条 件 , 求 得 解 为 
gpR(1 -20)(1+0) [3-o 7 
10E(1 - o) 中 :| 
注意 ,在 半径 为 R[(3 -oo)/3(1 +o)] 的 球面 的 内 部 ,材料 是 受 压缩 的 
(wu, <0) ,而 在 该 球面 的 外 部 ,材料 是 受 拉 伸 的 (ur >0). 球 心 处 的 压强 等 于 


3 - Cr 
TO 
4. 试 确定 内 外 半径 分 别 为 RR 和 R, 的 空心 圆柱 形 管 的 形变 ,假定 管 的 内 部 
压强 为 p, 管 的 外 部 没有 压强 作用 0. 
解 :引入 柱 坐 标 , 取 圆 柱 形 管 的 中 心 轴 为 z 轴 . 当 沿 着 圆柱 形 管 施 加 均匀 压 
力 时 ,形变 是 单纯 的 径 向 位 移 wu, =u(r). 类 似 于 习题 2, 现在 是 
1 d(ru) 


V nt .26; 








@ 在 习题 4,5,7 中 都 假设 圆柱 体 保持 固定 长 度 ,因此 不 存在 纵向 形变 . 
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由 此 
应 变 张 量 不 为 零 的 分 量 ( 见 式 (1.8) ) 为 


由 条 件 r=R, 时 oa,,=0 和 r=R 时 go,,= -p, 我 们 得 到 
PR (1+0)(1-20) ;PRR l+o 








0 二 











R2 — Ri E Ri-R E 
应 力 沿 管 的 厚度 的 分 布 由 下 式 给 出 : 
PR R? PR 及 2 
本 -i(! - 池 )， 人 > + 学]， 
PR; 
= < 一 
1 


5. 圆柱 体 绕 柱 轴 匀 速 旋转 , 试 确定 其 形变 . 
解 :以 离心 力 pfYr( 人 2 为 角速度 ) 代 替 式 (7.3) 中 的 重力 项 , 则 得 到 在 柱 坐 
标 系 中 位 移 =w(7) 的 方程 : 
五 (1 -ar) (+ Sm = 
(1+a)(1-2cr) dr dr 
在 r=0 时 有 限 并 满足 条 件 r= 尺 时 cv=0 的 解 为 : 
_ 2241 +0)(l1 -20) 
8E(l -oa) 
6. 受到 非 均 匀 加 热 的 球体 内 温度 按 球 对 称 分 布 , 试 确定 其 形变 . 
解 : 在 球 坐 标 中 ,对 于 单纯 径 向 形变 的 情形 ,方程 (7.8) 可 写 为 
1 d(ru) l+o d7 
二 (二 2 dr )= “3(1 -rr) dr 
在 r=0 时 有 限 并 满足 条 件 r=RR 时 0g, =0 的 解 为 : 
u = ascr Ss {hr ra + 0) rr} 
将 温度 T(r) 的 起 算 温度 定 为 这 样 的 温度 值 ,使 在 该 温度 下 已 被 均匀 加 热 的 球体 
可 认为 是 未 形变 的 . 此 处 选取 球体 外 表面 温度 作为 这 个 起 算 温 度 , 因 此 T(R) = 
0. 





— pr. 








r[(3 -2c)R -7]. 





7. 试 确定 具有 轴 对 称 温度 分 布 的 非 均匀 受热 圆柱 体 的 形变 ， 
解 :在 柱 坐 标 系 中 ,用 类 似 的 方法 可 求 得 : 


1 + CI 


间 人 {TO)rdr + (1 -20) 去 | 7Cr)rdr 


$7 各 向 同性 物体 的 平衡 方程 23. 











8. 无 限 弹性 介质 具有 给 定 的 温度 分 布 T(x,y,z) ,在 无 限 远 处 温度 趋 于 常 
数值 T , 且 此 处 介质 没有 形变 . 试 确定 无 限 弹 性 介质 的 形变 . 
解 :方程 (7.8) 有 一 个 明显 的 解 ,其 中 


到 Re < 和 
Vxu=0, Vv 站 To ]. 


若 矢量 下 的 散 度 为 定义 于 整个 空间 并 在 无 限 远 处 为 零 的 给 定 函 数 ,而 该 矢量 的 
旋 度 恒 为 零 , 则 由 矢量 分 析 可 知 ,u 可 写 为 如 下 形式 : 


a -二 Vv “U(x,yY ,Zz ) dy ， 
TT r 





其 中 r= V(x 一 x) +(y-y) +(z-z')’. 0 
a(l(l+o)_ 
~ 127(1 -oa) v/ oh 
其 中 T=T(x',y’,z'). 
如 果 在 无 限 介质 的 很 小 一 部 分 体积 ( 取 在 坐标 原点 ) 中 给 以 有 限 热 量 qg, 则 
温度 分 布 可 以 写 为 (C 为 介质 的 热 容 ) : 


T-7,= 分 8(x)3(y)8(z) ， 


式 中 8 是 8 函数 .这 时 ,公式 (1) 中 右 端的 积分 等 于 g/Cr, 而 位 移 舌 量 由 下 式 
给 出 : 
__a(ll+o)g 7 
12m(1 -oC 
9. 试 导 出 用 应 力 张 量 分 量 表示 的 (无 体力 时 ) 各 向 同性 物体 的 平衡 方程 . 
解 : 待 求 的 方程 组 除了 包括 三 个 平衡 方程 
OO 
本 0 (1) 
外 ,由 于 ui 的 六 个 不 同 分 量 不 是 独立 量 的 事实 ,同时 还 包括 一 些 其 它 的 方程 . 为 
了 导出 这 些 方程 ,首先 写 出 应 变 张 量 zx 的 分 量 应 满足 的 一 组 微分 关系 式 . 显然 
1 /ou, Ou 
ux = 2 + | 
恒 满 足 关系 式 
us dun Ou ; Opn 
0xi0X。 0Xi0X dX.OXn, 0Xi0Xi 
这 里 总 共有 六 个 本 质 上 不 相同 的 关系 式 (分别 对 应 于 i,k,1,m 为 1122,1133， 
2233 ,1123 ,2213 ,3312) ,我 们 保留 所 有 这 些 关系 ,将 上 面 的 张 量 等 式 按 指 标 1,m 
缩 并 可 得 
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Bun dus Own 
3 Or wor (2) 

根据 式 (5.12) 将 以 oi 表示 的 代入 上 式 , 并 计 及 式 (1), 则 得 到 所 要 求 的 
方程 : 


Au,, + 








Oo, 
a 0. (3) 
即使 沿 整 个 物体 存在 着 恒定 的 外 体积 力 , 这 些 方程 仍 成 立 . 
将 方程 式 (3) 按 指标 i,k 缩 并 ,得 到 
Ac = 0， 
即 ou 是 调和 函数 . 现在 ,对 方程 (3) 作 用 算 子 A, 则 得 到 
AAog, = 0， 
即 分 量 0 是 双 调 和 函数 . 其 实 ,由 于 gi, 和 wi 之 间 的 线性 关系 ,这 些 结论 也 可 以 
直接 由 式 (7.6) 和 (7.7) 得 到 . 
10， 试 用 任意 的 双 调 和 入 量 表示 (无 体力 时 ) 平 衡 方 程 的 通 解 ( 伽 辽 人 金 (了 . 
Tr. TangpxzH) ,1930). 
解 :我 们 要 寻求 的 方程 (7.4) 的 解 自然 具有 下 面 的 形式 : 
un = Af+AVV':f. 
因此 ,V .wu=(1+A4)V .Af 将 其 代入 式 (7.4) ,得 到 
(1 -20)AAf + [2(1 ~- og)A +1] V(V: Af) =0. 
由 此 可 见 , 如 果 了 是 任意 的 双 调 和 矢量 , 即 满足 


(1 +o)Aoc, + 





AAf = 0， 
则 
1 
ee 
11. 试 在 极 坐 标 系 r,p 中 用 应 力 函 数 的 导数 表示 平面 应 变 时 的 应 力 0,,， 
ITopy O rp 


解 :由 于 未 知 的 表达 式 不 依赖 于 极 角 gp 初始 值 的 选择 ,所 以 式 中 不 会 以 显 
式 包含 p. 因此 ,可 以 采取 以 下 步骤 :将 式 (7. 10) 中 对 笛 卡 儿 坐 标的 导数 代 换 为 
对 变量 r,p 的 导数 . 然后 我 们 注意 到 , 当 gp =0( 角 gp 从 x 轴 算 起 ) 时 ,有 

Or = Ow Op = Oy Ow = Cu 
这 样 一 来 ,就 得 到 : 
1 1 9 

12. i 限 弹 性 介质 在 无 限 远 处 具有 均匀 形变 , 试 确定 其 应 

力 分 布 . 
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解 :一 般 的 均匀 形变 可 以 表示 为 各 向 均匀 拉 伸 (或 压缩 ) 和 均匀 藤 切 的 却 
加 . 各 向 均匀 拉 伸 (或 压缩 ) 已 在 习题 2 中 研究 过 了 ,这样 ,只 需 研究 均匀 剪 切 形 
变 就 够 了 . 

设 go 为 均匀 应 力 场 . 它 在 没有 空 腔 时 存在 于 整个 空间 . 在 纯 剪 切 情况 ， 

WW =0, 相 应 的 位 移 夭 量 用 zi 表示 . 将 待 求解 表示 为 UW=u tw ,其 中 函数 
u' 为 空 腔 引 起 的 位 移 ,在 无 限 远 处 为 零 . 

双 调 和 方程 的 每 一 个 解 ,都 可 以 写 为 中 心 对 称 解 及 其 对 坐标 的 各 阶 导 数 之 
线性 组 合 . 相互 独立 的 中 心 对 称 解 是 产 ,r,1l/r,1. 因此 , 仅 依赖 于 常 值 张 量 ofo) 
的 分 量 ( 作 为 参量 ) ,而 且 在 无 限 远 处 趋 近 于 零 的 双 调 和 和 拓 量 zO) 的 最 一 般 形 式 
为 : 

of oP Elta tei () 


将 此 ne 4) ,得 








9 Ou (0) 
1 -2 一 一 =[2(1-2c)C+(4+2C = 
( 0) pe i Ox [2 x 4 ) ] DX;9XkOXI T 


Ey 1 








由 此 
4=-4C(1 -0o). 
由 空 腔 的 边界 条 件 ， 
当 r= 尺 时 ， (cg +o))n =0 
(其 中 尺 为 空 腔 半 径 ,坐标 原点 选 在 空 腔 中 心 浊 为 了 方向 的 单位 矢量 ) ,还 可 以 
得 到 常数 4,B,C 之 间 的 两 个 关系 . 借助 于 式 (1) ,经 过 十 分 宛 长 的 计算 , 即 可 导 
出 下 面 的 值 : 








pp -CR CC-5RC+c) 
A 2E(7T - So) 
应 力 分 布 的 最 后 表达 式 为 : 
0) 5(1 -20)/RY 3 RY’ 
i 0 [1 i | | ]* 


1 | 2 [v - (£) J (orn Ro 


rs (<) | -5 9 2) jw minins + 


15 
+1307 30) (7 4) [1 -2 - (4 £) ]aseg mms 
为 了 求 出 在 任意 wx (而 不 是 纯 剪 切 ) 的 情形 中 的 应 力 分 布 , 必 须 用 of - 
8aa 反 代 赫 of) ,并 加 上 对 应 于 无 限 远 处 为 均匀 形变 的 表达 式 (与 习题 2 比 
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较 ) 
ol [8 + E84 -3wm)] 


这 里 我 们 写 出 在 一 般 情形 下 得 到 的 a 的 结果 : 





Oi = FI(1 -0o) (ow -om nm ~ ow nn) + ot mn nn, 一 


7-5 
-oo nn,d, + 2 

孔 边 附近 的 应 力 极 大 地 超过 了 无 限 远 处 的 应 力 ,并 且 这 个 应 力 的 增加 具有 
明显 的 局 部 特性 , 即 随 着 距离 的 增加 应 力 急剧 衰减 (这 种 特性 称 为 孔 边 应 力 集 
中 ). 例如 ,如 果 介 质 承 受 单一 的 均匀 拉 伸 (只 有 uc 不 为 零 ) , 则 最 大 应 力 将 出 
现在 空 腔 的 赤道 图 上 ,并 且 在 那里 





om (Bs — nn,)}. 


27 -1150 og. 


O27 S50) 


$8 以 平面 为 边界 的 弹性 介质 的 平衡 


现在 来 讨论 充满 半 无 限 空间 的 弹性 介质 , 亦 即 处 于 无 限 平面 一 侧 的 弹性 介 
质 . 我 们 来 确定 在 作用 于 介质 自由 表面 上 的 力 影响 下 介质 的 形变 ?. 这 些 力 的 分 
布 只 需 满 足 一 个 条 件 : 它 们 在 无 限 远 处 必须 为 零 , 以 使 在 无 限 远 处 不 发 生 形变 . 
在 这 样 的 情形 下 ,平衡 方程 可 以 在 一 般 形式 下 积分 ( 布 西 内 斯 克 (J. Bouss- 
inesq) ,1885 ) . 

在 介质 占有 的 整个 体积 内 ,平衡 方程 (7.4) 是 


VV.z+(1-2c)Ax =0. (8.1) 
我 们 寻求 这 一 方程 如 下 形式 的 解 : 
n=f+vy. (8.2) 
式 中 p 是 某 个 标量 函数 ,而 矢量 了 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 即 
Ar = 0. (8.3) 
将 式 (8.2) 代 入 式 (8. 1) , 即 得 到 关于 9 的 方程 : 
2(1 -ol)Ap =-Y:f. (8.4) 


取 弹 性 介质 的 自由 表面 为 xy 平面 ,介质 所 占 的 区 域 对 应 于 z 的 正 值 . 将 函数 
和 已 写 为 函数 g, 和 g, 对 z 的 导数 形式 : 





x 一 》 f Se (8.5) 


@@ ”解决 所 提问 题 的 最 直接 和 最 标准 的 方法 是 使 用 傅 里 叶 方法 解 方 程 (8. 1). 但 是 ,这 时 必须 进行 十 
分 复杂 的 积分 计算 . 以 下 讲述 的 基于 一 系列 人 为 技巧 的 方法 ,计算 起 来 比较 简单 . 


8$8 以 平面 为 边界 的 弹性 介质 的 平衡 ' 27. 





因为 f. 和 _ 是 调和 函数 ,所 以 总 可 以 选择 函数 g,,g, 使 其 满足 拉 普 拉 斯 方程 


Ag, = 0, Ag, = 0. (8.6) 
方程 (8.4) 现 在 具有 如 下 形式 ， 
- = 39/8: , 8, 
2(1 -oo)Ap | 天 + 月- 
由 于 g,,g,,f 都 是 调和 函数 , 故 不 难 证 实 满足 这 一 方程 的 聘 数 9 可 以 写 为 
FR 和 0g。 08， 
?= re 名 
式 中 的 消 仍 为 调和 函数 : 
Ay = 0. (8.8) 


这 样 一 来 ,就 把 确定 位 移 w 的 问题 ,归结 为 寻求 函数 g,,g, ,f, 和 光 的 问题 ， 
而 这 些 函 数 均 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 

现在 我 们 写 出 在 介质 自由 表面 (z=0 平面 ) 上 必须 满足 的 边界 条 件 . 

因为 表面 外 法 向 单位 矢量 n 的 指向 与 z 轴 的 负 方 向 一 致 , 故 根据 边界 条 件 
的 一 般 公式 (2.9) ,应 有 xu = -Pi. 对 于 ou 利用 一 般 表 达 式 (5. 11), 并 通过 辅 
助 量 g, ,g, ,f., 表示 矢量 wu 的 分 量 ,经 过 简单 计算 后 即 得 如 下 边界 条 件 : 

















: 
| 
= - 2 人 十 2)P.， 
88， af 1-2c 1 0g。 og oy Se 
dT ep 
=- 2+0)p,, 
pd a 轴 = -ep, (8. 10) 





作用 于 表面 的 外 力 分 量 P,,P,,P, 是 坐标 *,y 的 已 知 函数 ,在 无 限 远 处 这 些 

引入 辅助 量 g, ,g, ,f; ,w 的 公式 还 不 能 完全 单 值 地 确定 这 些 函 数 ,在 选择 这 
些 函 数 时 仍 留 有 某 些 任意 性 . 因此 ,还 可 以 对 这 些 量 增加 若干 任意 的 补充 条 件 . 
一 个 方便 的 办 法 是 利用 令 处 于 方程 (8.9) 大 括号 内 的 量 为 零 作 为 这 样 的 补充 条 
件 了 : 


QQ -20 -( 乱 + 宏 )+4(1 -中 客 =0 (8. 11) 


Q@ ”这 里 我 们 不 去 证 明 是 否 允 许 补充 这 样 的 条 件 ,但 从 所 得 结果 不 存在 矛盾 , 便 可 以 断定 这 样 做 的 
可 能 性 是 显然 存在 的 . 
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于 是 ,条 件 (8.9) 被 简化 为 

0"g， __2(1+0o) 9g, __2(1+0) 

oz 0 E ‘ 92 a E 
由 方程 (8. 10) 一 (8. 12) 足 以 完全 计算 出 调和 函数 g, ,8, ,f.,w. 

为 了 以 后 书写 公式 简便 ,我 们 来 研究 在 弹性 半空 间 的 自由 表面 上 作用 有 集 

中 力 环 的 情形 , 即 力 作用 在 表面 极 小 的 可 以 认为 是 点 的 区 域 上 . 此 力 的 作用 ,可 








(8.12) 


P = FS(x)5(7y) 
的 规律 分 布 的 表面 力 的 作用 , 式 中 5 是 8$ 函数 ,而 坐标 原点 就 选 在 施 力 点 上 . 得 
到 集中 力 问 题 的 解 后 ,就 可 以 直接 构造 任意 分 布 力 P(x,Y) 问题 的 解 . 即 是 说 ， 
如 果 

wu; = Ga(%x,y,2) FF, (8. 13 ) 
为 施加 于 坐标 原点 的 集中 力 F 作用 下 的 位 移 , 则 在 P(x,y) 作 用 下 的 位 移 可 由 
下 面 的 积分 给 出 了 : 


w= {GaCx «sy -7 ,2) P(r’,y’) dr’dy (8. 14) 
由 势 论 可 知 ,如 调和 函数 /在 无 限 远 处 为 零 , 且 在 z=0 的 平面 上 具有 给 定 
的 法 向 导数 9f/8z, 则 /可 由 如 下 公式 确定 : 


__ 1 maf(x’,y',z) 
Hw ge) 去 | 9z 2 


r= V(x-x) +(y -7y) +z. 
因为 ag,/0z 和 93g,/9z 以 及 方程 (8. 10) 大 括号 内 的 量 均 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 
而 等 式 (8.10) 和 (8. 12) 刚 好 确定 它们 在 z=0 平 面 上 的 法 向 导数 ,于 是 有 
_ /8: 8, oy _l+o P,(x’,y),, ，_l+oFk, 
Ah (1 mE r i mE 9) 


dx dy 
r 9 





dg8: 1l+oF, 8, l+ok, 








9z nh r” oz mnE r’ 
式 中 r= V+ 六 + 
在 待 求 矢量 w 的 分 量 表达 式 中 不 含 g,,g, 本 身 ,而 只 含有 它们 对 x,y,z 的 
导数 . 为 了 计算 3g./3x ,3g,/sy, 将 等 式 (8. 16) 分 别 对 x 和 7y 求 导数 : 
Og _ l+oFx dg 1+cPy 


(8. 16) 

















gxgz TE rr’ 6y9z TE 2. 
现在 从 % 到 z 对 dz 积分 以 上 两 式 ,得 





@ 按照 数学 的 术语 ,Cu 是 关于 半 无 限 介质 平衡 方程 的 格林 (Green) 张 量 , 


$8 以 平面 为 边界 的 弹性 介质 的 平衡 .29 ， 





Bg: 1 +a Fx dg, 1+ FF,y 
Ox mnE r(r+z)’” 9y mE r(r+z) 
这 里 我 们 不 再 进一步 去 作 余 下 的 简单 但 却 士 分 烦琐 的 计算 . 先 从 方程 
(8.11),(8.15) 和 (8.17) 求 出 上 和 8y《oz. 知道 了 3y/39z 后 , 先 把 它 对 z 积分 , 然 
后 再 分 别 对 x 和 yy 求 导数 ,就 很 容易 计算 出 3y/9x,3w/97y. 这 样 就 得 到 了 按 式 
(8.2),(8.5),(8.7) 计 算 位 移 矢 量 时 所 需要 的 各 个 量 . 结果 得 到 最 终 的 公式 : 


(8.17) 




















_l+ofrxz (1 -20)x 2(1 -oo)r+z 
本 2 加 r(r 十 Zz) Jr.+ r(r+z) Pe 
+ (ep +yF,)}, 
_l+ofj[ly (1 -20)y 2(1 -ao)r+z 
Re oy rr(r+z) | r(r +z) “th 
+ r+ la + yF,)}, 
_1+of2(1 -0o) 全 1-20  z 
se || r | | CxF. + 
(8. 18) 
特别 是 , 令 z=0 时 ,可 得 到 在 介质 自由 表面 上 各 点 的 位 移 公式 : 
_1+a1l (1 -20)x 
WU, 二 DE | 7 , (ps + yb,)}; 











| 
uw 三 FE 


207 
7 27nE r 2 (xF, + yF,)), 


= + ny -0o)F,+(l-20) 二 (xzF。 + yF,)} 


(8. 19) 
习 是 


无 限 弹 性 介质 的 局 部 小 区 域 受 到 作用 力 玉 , 试 确定 介质 的 形变 (和 W. 汤姆 森 
(W.Thomson) ,1848) 2. 

解 :在 研究 远大 于 作用 力 区 域 尺度 的 距离 r 处 的 形变 时 ,可 以 认为 力 是 施加 
在 一 个 点 上 的 . a 2)) 


Au Vy:u=- 





2(1 +o) 
| 2 一 FSC) (1) 


(58(r) 三 5(x)8(y)5(z), 坐 标 原点 选 在 力 的 作用 点 ). 设 解 的 形式 为 w= wo+ 





@ 任意 的 无 限 各 向 异性 介质 中 的 类 似 问 题 已 由 UH. 栗 弗 席 效 和 1. 罗 森 芯 韦 格 解 决 (HH. M. 
JI 中 mxm ,本 . H. PoaeguBsezr ,实验 物 理 和 理论 物理 杂志 (X39T®) ,1947 ,17 :783 ) . 
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Ui, 其 中 uo 满足 泊 松 方程 ; 





Au = -2 二 Fa(r)， (2) 
相应 地 得 到 zi 的 方程 : 
VV:u+(l1-20)Au, =-VV' zl (3) 
方程 (2) 在 无 限 远 处 为 零 的 解 为 
和 lr+oF 
9 27E rr 


对 方程 (3) 应 用 旋 度 算 子 , 则 得 到 A 本 xu, =0. 在 无 限 远 处 应 有 本 xw, =0. 但 
是 ,在 整个 空间 内 调和 且 在 无 限 远 处 为 零 的 函数 恒 等 于 零 . 于 是 ,Vxu, =0, 并 
且 相应 地 可 以 将 岂 写 为 Wi =Vp, 由 式 (3) 得 到 
Vi2(1 -oc)Ap +V.u)} =0. 
由 此 得 出 ,位 于 上 式 大 括号 里 面 的 量 是 常量 ,而 且 在 无 限 远 处 它 必须 为 零 , 所 以 
在 全 空间 里 ,有 
Vu 1 1 

te es 
如 果 引 是 方程 Ap =1/r 的 解 , 则 
__l+o +o . 

47E(1 天) 


取 无 奇异 性 的 解 汪 =r/2 ,我们 得 到 


p= Vyvy. 


1 + Cr (F.n)n-F 
87E(l1 -or) r 


式 中 天 为 径 失 方向 的 单位 失 量 . 最 后 有 
1 + Cr (3-40)F +n(n.F) 


ul =Vo9 = 





u 


~ g7E(1 - oa) r 
将 此 式 代 入 (8. 13 ) 式 ,得 到 各 向 同性 无 限 介质 平衡 方程 的 格林 张 量 下 : 
1+o _ eh a 
Cu = 87E(l ~ 40)6, + ns; 4 jl -#01 ep ok 
$9 固体 的 接触 


设 两 个 固体 在 一 点 相互 接触 ,该 点 不 是 它们 表面 上 的 奇 点 (图 1(a) 表 示 通 
过 接触 点 0 附近 的 两 个 表面 的 横 截 面 ). 在 这 个 接触 点 上 ,两 表面 具有 一 个 共同 
@ 将 齐 次 性 的 概念 应 用 于 式 (1) 时 , 张 量 Gi 的 分 量 是 坐标 4,y,z 的 一 次 齐 次 函数 这 个 事实 是 很 显 


然 的 ,因为 式 (1) 左 端 是 矢量 w 分 量 的 二 次 导数 的 线性 组 合 ,而 右 端 是 三 次 齐 次 函数 (8(ar) = 
a ”8(r) ). 这 一 性 质 在 一 般 的 任意 各 向 异性 介质 情形 仍然 成 立 . 
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的 切 平面 ,我 们 把 它 取 作 xy 平面 ,而 z 轴 的 正 
方向 对 于 两 个 物体 是 不 相同 的 . 我 们 约定 :对 
于 每 个 物体 ,z 坐标 都 以 指向 物体 内 部 的 方向 
为 正 ,相应 地 用 * 和 z 表示 . 

众所周知 ,在 坐标 平面 (xy 平面 ) 上 的 通 
常 切 点 (接触 点 ) 附 近 ,曲面 方程 可 以 写 为 

2 = HagXaXp, (9.1) 

式 中 重复 指标 a,pB 表示 按 数值 1 ,2 求 和 (x = 
%,%2 =Yy) ,而 xp 为 表征 曲面 曲率 的 二 阶 对 称 
张 量 ( 张 量 xs 的 主 值 等 于 1/2R, 和 1/2R,, 其 
中 Ri,R, 为 曲面 接触 点 处 的 主 曲率 半径 ). 对 
于 接触 点 附近 第 二 个 物体 的 曲面 ,可 以 写 出 类 
似 的 关系 式 : 





2' = Mep%aXp， (9.2) 
现在 我 们 假设 两 个 物体 因 受 力 而 被 挤 压 ， 
结果 它们 相互 接近 了 某 段 小 距离 h?. 于 是 ,在 物体 表面 初始 接触 点 的 邻近 发 生 
四 陷 ,物体 已 不 再 在 一 个 点 ,而 是 在 表面 的 某 个 有 限 小 区 域 相 接触 . 设 ww. 和 六: 
分 别 为 挤 压 时 两 个 物体 表面 上 各 点 沿 z 轴 和 z' 轴 的 位 移 矢量 的 分 量 . 图 1(b) 中 
的 虚线 表示 没有 形变 时 的 物体 表面 ,而 实 线 表 示 受 挤 压 后 物体 的 表面 . 字母 z 和 
z' 分 别 表示 由 等 式 (9.1) 和 (9.2) 确 定 的 长 度 . 由 图 可 直接 看 出 ,在 接触 区 域 的 
所 有 点 上 存在 如 下 的 等 式 : 
(z+u,) +(z +u’) = h, 
或 
(Hogt Hag) Xaxg + us + us = h. (9.3) 
在 这 个 区 域 以 外 的 点 ,由 于 两 个 表面 没有 接触 ,有 不 等 式 
z+2z +u,+u >h. 
我 们 这 样 来 选择 x,y 轴 的 方向 ,以 使 得 张 量 xs + xis 化 为 主轴 表示 . 将 该 张 
量 的 主 值 表 示 为 4 和 8B8, 则 等 式 (9.3) 可 改写 为 
Ax + By +u,+u’ =h. (9.4) 
不 加 推导 ,我 们 直接 引信 量 4,B 与 两 个 表面 的 曲率 半径 R,,R, 和 Ri ,R 之 间 关 
系 的 公式 : 


1 
i R’? 





@ 弹性 理论 接触 问题 是 由 赫兹 (了 HH. Hertz,1882) 首 先 解决 的 . 
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2 
4(A-B)’ = (ee | + 2eos29( 计 -元 (元 -总 )， 


式 中 p 是 曲率 半径 分 别 为 R 和 R! 的 两 个 法 截面 之 间 的 夹 角 . 曲率 半径 的 符号 
为 :如 果 曲 率 中 心 位 于 相应 物体 的 内 部 , 设 其 为 正 , 反 之 为 负 . 

用 P,(x,y) 表 示 在 接触 点 上 两 个 受 挤 压 物体 之 间 的 压强 (在 接触 区 域 之 
外 ,自然 有 P, =0). 在 确定 P, 和 位 移 ,,u' 之 间 关 系 时 ,可 以 足够 精确 地 把 物体 
表面 作为 平面 来 考虑 ,并 且 能 够 利用 前 一 节 得 到 的 公式 . 按照 式 (8. 19) 的 第 三 
个 公式 (同时 顾及 式 (8. 14) ) ,由 于 法 向 力 P,(x,7Y) 的 影响 ,位 移 wz: 可 由 下 面 
的 表达 式 确定 : 

1-orP(x 7y) 

Se 


了 ' 
us, x'dy', 


(9.5) 





，_ 1-o2fP(xz YY) ，，， 
nF | r qd 


(zz' 和 五 ,已 分 别 为 两 个 物体 的 泊 松 比 和 拉 伸 模 量 ); 因 为 在 接触 区 域 之 外 
P,=0, 所 以 这 里 的 积分 可 以 只 在 接触 区 域内 进行 . 注意 ,由 这 些 公式 得 到 的 位 
移 比 w,/u; 为 常数 ,并 等 于 

u, (1 -oo )E’ 

a ee. 
关系 式 (9.4) 和 (9.6) 一 起 直接 确定 了 接触 区 域内 的 形变 , 亦 即 位 移 u.,u; 的 分 
布 (自然 ,公式 (9.5) 和 (9.6) 也 适用 于 接触 区 域 以 外 的 点 ). 

将 表达 式 (9.5) 代 入 式 (9.4) ,得 到 


1/1-0 1-o°\fP(* 7) gy = 2 _ pa 
| + )| dedy’ =h-Ar -By. (9.7) 


这 个 积分 方程 确定 接触 压强 已 在 接触 区 域 上 的 分 布 . 它 的 解 可 从 与 下 述 熟 知 
的 势 论 关系 式 的 类 比 得 到 . 促使 我 们 利用 这 一 类 比 的 想法 源 于 如 下 事实 :其 一 ， 
方程 式 (9.7) 左 端的 积分 与 势 论 中 用 以 确定 某 种 电荷 分 布 产 生 的 电势 的 积分 属 
于 同一 积分 类 型 ;其 二 ,均匀 带电 椭 球 内 部 的 静电 势 是 坐标 的 二 次 函数 . 

如 果 在 三 轴 椭 球 





x 入 
2 二- 
a bb 
内 电荷 按 体 积 均匀 分 布 ( 体 密度 p 为 常数 ) , 则 椭 球 内 部 的 更 电势 由 如 下 表达 式 
确定 : 


0 4 
p(X,Y,2) = mpabc| fi 一 二 “ 环 











人 了 | 3 | 
+€ C+e Va +é)(b +é) (0 +é) 
在 z 轴 方 向 变 为 极 扁 的 椭 球 的 极限 情形 ,相当 于 令 c 一 0 ,由 此 得 到 


8$9 固体 的 接触 . 33 ， 














， = mpabe ” 1 一 ik us 
We 
(自然 ,在 取 c 一 0 的 极限 时 ,同时 也 应 令 椭 球 内 部 点 的 z 坐标 等 于 零 ). 另 一 方 
面 , 势 p(x,y,z) 可 以 写 为 下 面 的 积分 形式 : 
dx'dy’'dz’ 
(x,y,2) £ 了 9 

- | 

式 中 的 积分 是 对 椭 球 体积 进行 的 . 这 里 ,在 取 一 0 的 极限 时 ,应 该 令 根 式 内 的 


IE0 得 sc | 限制 的 区 间 内 对 dz' 进 行 积分 ,得 到 








Ey 2pc | 2 1 ne dC 
r a b 
式 中 的 积分 是 对 椭圆 x”/a* +y”/b* =1 内 部 的 面积 进行 的 . 使 上 面 给 出 的 
g(x,Y) 的 两 个 表达 式 相 等 , 则 得 到 下 面 的 恒等式 : 


「 汉字 1 -五 -条 = 六- 和 加 二 dé 
rN oo 5 24, até b+é Va +é) (+E)E 


(9.8) 
将 以 上 关系 式 与 (9.7) 式 比较 ,我 们 看 到 :它们 的 右 端 是 同一 类 型 的 x 与 7 
的 二 次 函数 ,而 在 它们 的 左 端 则 是 同样 类 型 的 积分 . 由 此 可 以 立即 得 出 结论 : 物 
体 接触 区 域 ( 即 式 (9.7) 中 的 积分 区 域 ) 处 于 椭圆 
对 ,多 - 
2 + 和 (9.9) 
内 部 ,而 且 函 数 P,(x,y) 应 具有 如 下 形式 : 











P,(x,y) = const. /1 -二 -=- 孝 . 


选择 常数 const, 使 在 接触 区 域 上 的 积分 ‖P,dxdy 等 于 给 定 的 使 两 个 物体 相互 挤 
压 的 合力 ,我们 就 得 到 


3F 3 2 
P.(%,y) = 二 oj 二 二 (9. 10) 


此 式 给 出 了 压强 在 接触 区 域 面 上 的 分 布 规律 . 注意 ,在 接触 区 域 中 心 的 压强 为 
平均 压强 f/mwab 的 1.5 售 . 

将 式 (9.10) 代 入 方程 (9.7) ,并 将 其 中 所 得 的 积分 以 (9. 8) 的 表达 式 代 换 ， 
可 得 











h—Ax’ -By, 





2 (1- x -过 dé i 
Th oO +é b+é/ Va re) l(b +é)E 
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其 中 








311-o 1-o” 
时 .| E * EE ): 
对 于 椭圆 (9.9) 内 的 所 有 x,y 值 ,这 个 等 式 恒 成 立 . 所 以 ,等 式 两 端 x 和 yy 前 面 
的 系数 以 及 自由 项 都 应 该 分 别 相 等 . 由 此 求 得 下 面 的 关系 式 : 
(9.11) 


六 = 全 人 1 
TT? Vo +é)(b +é)é 


Fp dg 
Th (g++é) Va +E)(b + EE (9. 12) 
_ ED” : 


Re 
WT (b+é) Va +E)(D +é)E 

方程 (9. 12) 根 据 所 给 的 力 FF 确定 了 接触 区 域 的 半 轴 a 和 2 (对 于 给 定 的 物体 ,4 
和 B 是 已 知 的 ). 然后 ,由 关系 式 (9. 11) 确 定 力 和 因 它 而 引起 的 物体 靠近 距 
离 h 之 间 的 关系 . 位 于 这 些 方 程 右 端 的 积分 都 是 椭圆 积分 . 

至 此 ,关于 物体 接触 的 问题 就 可 以 认为 是 完全 解决 了 . 物体 在 接触 区 域 以 
外 的 表面 形状 (即位 移 w, ,wu!) 也 由 公式 (9.5),(9. 10) 确定, 而 且 积分 值 可 以 立 - 
即 求 出 ,其 出 发 点 还 是 利用 与 带电 椭 球 体 势 场 的 类 比 . 不 过 ,这 一 次 是 在 椭 球 体 
的 外 部 . 最 后 ,用 前 节 的 公式 同样 可 以 确定 沿 物体 体积 的 形变 分 布 ( 不 过 ,只 限 
于 在 远 小 于 物体 尺度 的 距离 上 ). 

现在 我 们 将 所 得 到 的 公式 应 用 于 半径 分 别 为 RR,R' 的 两 个 球体 的 接触 问题 
上 . 在 这 里 
ly1 1 


4 = 8 = 了 本 (元 + 让) 


从 对 称 性 考虑 ,很 明显 ,将 有 a =2, 亦 即 接触 区 域 是 圆 . 由 式 (9. 12 ) 得 到 接触 区 
域 半径 a 的 值 : 


_ p13 RR’ \'” 
& (Di) . (9. 13) 
在 现在 的 情形 下 ,h 是 RR+R' 与 两 球 心 距离 之 差 . 由 式 (9. 10) 得 到 政和 名 之 间 的 


关系 : 





h = mr [p(t | (9. 14) 
注意 ,h 与 短 F”( 挤 压力 的 2/3 次 方 ) 成 正比 , 反 过 来 , 力 下 与 寡 产 (由 挤 压 力 
引起 的 物体 靠近 距离 的 3/2 次 方 ) 成 正比 . 我们 还 可 以 写 出 两 球体 接触 的 势能 
U. 注意 , 令 -下 = -3U/9h, 邑 得 到 : : 


_ ys 2/ RR’ 
a sD (RR | (9 
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最 后 ,我 们 指出 ,形式 为 
h = const 有， F = const. h’” 
的 关系 不 仅 对 于 球体 成 立 ,而 且 在 其 它 有 限 尺 度 的 物体 接触 时 也 成 立 . 这 点 从 
相似 性 来 考虑 很 容易 断定 . 如 果 进 行 代 换 : 
a ao, boab, F—>a®F, 
(其 中 a 为 任意 常数 ) , 则 方程 (9. 12) 保 持 不 变 , 而 在 方程 (9. 11) 的 右 端 乘 上 了 
个 a, 为 了 保持 方程 不 变 ,必须 用 ah 代替 ,由 此 得 到 ,F 必须 正比 于 大 


习 题 


1. 试 确定 两 个 弹性 球 相互 碰撞 时 的 接触 时 间 . 

解 :两 个 球 的 惯性 中 心 处 于 静止 参考 系 中 ,碰撞 之 前 球 的 能 量 等 于 相对 运 
动 的 动能 Am/2 ,其 中 心 为 两 球 相 互 碰撞 时 的 相对 速度 ,而 凡 =mimav( mi +ma ) 
为 它们 的 约 化 质量 , 当 两 球 碰撞 时 ,总 能 量 等 于 动能 与 势能 之 和 ,动能 可 以 写 为 
Hp2/2 ,而 势能 为 式 (9. 15). 根据 能 量 守恒 定律 ,有 


TD 


172 


设 两 球 最 大 靠近 距离 为 h,, 它 对 应 于 两 球 相对 速度 有 h 变 为 零 的 时 刻 , 并 等 于 
3 


(多 


两 球 碰撞 持续 的 时 间 7( 亦 即 ,hh 先 从 0 变 到 有 h, 再 返回 到 0 的 时 间 ) 等 于 


1 


ho dh 2 、175 dx 
| | 
了 | (VW — kh pp) 172 [A | i 


4 2/5 2 2 
在 求解 这 一 问题 时 ,我 们 用 到 了 正文 中 所 得 的 静 力 学 公式 ,从 而 忽略 了 碰撞 时 
球 所 产生 的 弹性 振动 . 允许 这 种 忽略 的 条 件 是 与 声速 相 比 速度 v 要 足够 小 . 不 
过 ,事实 上 早 在 碰撞 产生 的 形变 超过 材料 弹性 极限 时 ,这 个 理论 的 适用 性 已 受 
到 限制 . 

2. 试 确定 半径 分 别 为 尺 和 R' 的 两 个 圆柱 在 洛 着 它们 的 母线 挤 压 时 ,接触 
区 域 的 大 小 和 压强 分 布 . 

解 :在 这 种 情形 下 ,接触 区 域 是 沿 圆柱 长 度 的 狭长 条 . 它 的 宽度 为 2a, 而 在 
其 上 的 压强 分 布 可 以 从 本 节 得 到 的 公式 中 ,用 b/a 一 % 取 极 限 的 方法 求 出 . 压强 
分 布 为 如 下 形式 的 函数 : 
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2 
P.(x) = const. /1 2 


(x 是 接触 狭长 条 沿 宽度 方向 的 坐标 ). 设 沿 圆柱 单位 长 度 上 的 挤 压力 为 下, 我们 
得 到 


PA < 1 — 
Ta a 
将 此 表达 式 代 入 式 (9.7) ,并 借助 于 式 (9.8) 进 行 积分 , 即 得 
_ 4DF fr” dé _ 8DF 





3T (a’ + EE) TE ~ 37a. 

图 柱 表 面 的 一 个 曲率 半径 是 无 穷 大 ,而 另 一 个 与 圆柱 半径 相同 . 由 此 ,在 给 定 情 
形 下 有 

a = 

4 = (去 + 去 )， B=0. 

最 后 , 求 出 接触 狭长 条 的 宽度 : 


,2 [BDF RR 
3T R+R” 
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晶体 在 等 温 压 缩 时 , 自由 能 的 变化 与 各 向 同性 物体 一 样 ,也 是 应 变 张 量 的 
二 次 函数 . 而 与 各 向 同性 物体 不 同 的 是 ,现在 这 个 函数 所 包含 的 独立 系数 不 再 
是 两 个 ,而 是 多 个 . 

形变 晶体 自由 能 的 一 般 形式 为 

F = A am tae (10.1) 
式 中 Am 是 四 阶 张 量 , 称 为 弹性 模 量 张 量 . 由 于 应 变 张 量 的 对 称 性 ,所 以 在 交换 
指标 i 与 上 ,/ 与 m, 或 交换 指标 对 ik 与 1,m 时 , 积 wxzm 不 变 . 因此 , 张 量 Am 显 
然 可 以 这 样 来 确定 , 即 对 于 指标 交换 , 它 也 具有 对 称 性 质 : 
Ainm = Apim = Aim = Aimik (10.2) 
通过 简单 的 计算 可 以 证 实 , 具 有 这 种 对 称 性 质 的 四 阶 张 量 的 不 同 分 量 的 个 数 在 
一 般 情 形 下 等 于 21. 

根据 自由 能 表达 式 (10. 1) ,应 力 张 量 与 应 变 张 量 的 关系 在 晶体 中 的 形式 

(与 本 节 最 后 一 个 脚注 比较 ) 为 
Oi = i (10. 3) 


由 于 晶体 存在 着 各 种 各 样 的 对 称 性 ,导致 张 量 A 的 确 不 同 分 量 之 间 出 现 
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了 相互 依存 的 关系 ,使 它们 独立 分 量 的 数目 小 于 219. 

现在 ,我 们 针对 晶体 宏观 对 称 性 的 所 有 可 能 类 型 , 即 按 结晶 系列 顺序 排列 
的 全 部 晶体 种 类 (参见 本 教程 第 五 卷 § 130, 8 131) 来 研究 张 量 A 各 分 量 之 间 
的 相互 依存 关系 . 

1. 三 斜 晶 系 ”三 斜 对 称 性 (C, 和 C; 类 ) 没有 对 张 量 A 的 分 量 加 任何 约 
束 ,从 对 称 性 的 观点 来 说 ,坐标 系 的 选择 完全 是 任意 的 . 这 时 ,独立 的 不 为 零 的 
弹性 模 量 共有 21 个 . 但 是 ,坐标 系 选 择 的 任意 性 对 张 量 Am 的 分 量 增加 了 附加 
条 件 . 因为 坐标 系 相 对 于 物体 的 取向 是 由 三 个 量 ( 旋 转角 ) 来 确定 的 ,所 以 这 样 
的 条 件 可 以 有 三 个 ; 例如 ,可 以 认为 分 量 中 有 三 个 等 于 零 . 由 此 ,表征 晶体 弹性 
性 质 的 独立 量 是 18 个 不 为 零 的 弹性 模 量 和 确定 晶 轴 取向 的 3 个 角 . 

2. 单 斜 晶 系 ”考虑 C, 类 ; 我 们 选择 坐标 系 使 其 zy 平面 与 对 称 面 重 合 . 当 
对 该 平面 作 镜 面 反射 时 产生 坐标 变换 :x 一 x,y 一 7,z 一 -2. 张 量 分 量 的 变换 与 相 
应 坐标 乘积 的 变换 是 一 样 的 . 因此 ,很 明显 ,在 进行 上 述 的 坐标 变换 时 , 张 量 
Am 的 所 有 分 量 中 ,凡是 指标 中 含有 奇数 (1 或 3) 次 z 指 标的 分 量 都 改变 了 自己 
的 符号 ,而 其 余 的 分 量 均 保持 不 变 . 另 一 方面 ,由 于 唱 体 的 对 称 性 ,在 相对 于 对 
称 面 作 镜 面 反射 时 ,所 有 表征 晶体 性 质 的 量 ( 其 中 包括 Am 的 所 有 分 量 在 内 ) 必 
须 保 持 不 变 . 因此 ,很 明显 ,所 有 具有 奇数 个 z 指标 的 分 量 必须 等 于 零 . 所 以 , 单 
斜 唱 系 的 晶体 弹性 自由 能 的 一 般 表 达 式 为 


2 1 


= + TAs, + Ae 二 Antcay + 


2 YYYY Uy, + 了 7 22227 5 Uy 


wz 
+ Aalsrls + Ayslyyls + 2A yy 2 十 ZA + Aayalys + 


+ DA lss lsy + DA ylyy Uys + DA lsy ls + 4A,,, (10.4) 
在 这 个 表达 式 中 共有 13 个 独立 系数 . 对 于 C， a 和 
0 ) 包 含 在 一 起 的 Cs 类 ,也 可 以 得 到 同样 的 表达 式 . 不 过 ,上 面 的 论述 中 只 选 定 
一 个 坐标 轴 (z) 的 方向 ,而 在 与 之 垂直 的 平面 上 ,x 轴 和 7y 轴 仍 然 是 任意 的 . 可 
以 利用 这 个 任意 性 适当 地 选择 坐标 轴 使 其 中 的 一 个 分 量 ,比如 说 A, ,化 为 零 . 
因此 ,表征 晶体 弹性 性 质 的 13 个 量 是 12 个 不 为 零 的 弹性 模 量 和 一 个 在 xy 平面 
上 确定 坐标 轴 取 向 的 角 . 
3. 正 交 晶 系 ， 对 于 这 一 晶 系 中 的 所 有 各 类 (C:,,D: ,Dx ) ,坐标 轴 的 选择 都 
是 由 对 称 性 决定 的 ,其 自由 能 表达 式 都 具有 相同 的 形式 . 例如 ,我 们 来 考虑 D,， 
类 ,把 这 类 晶体 的 三 个 对 称 面 选 为 坐标 平面 . 对 其 中 每 一 个 对 称 面 进行 镜面 反 
射 都 是 一 次 坐标 变换 ,使 得 一 个 坐标 改变 了 符号 而 其 它 两 个 坐标 不 改变 符号 . 
@ 在 一 些 文献 中 ,也 使 用 这 样 的 记号 ,即将 四 阶 张 量 Am 的 分 量 写 为 带 有 两 个 指标 的 量 Ap ,指标 
遍及 1,2,3,4,5,6 取 值 ,其 中 数字 分 别 对 应 于 指标 对 xx ,yy ,zz ,yz ,zx ,xy. 
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所 以 ,很 明显 , 张 量 A 的 所 有 分 量 中 ,只 有 当 指 标 x,y 和 z 中 的 任何 一 个 出 现 
偶数 次 时 这 个 分 量 才 不 为 零 , 剩 下 的 所 有 分 量 对 任意 一 个 对 称 平面 的 镜面 反射 
都 应 改变 符号 . 这 样 一 来 ,在 正 交 晶 系 中 ,自由 能 的 一 般 表 达 式 具有 如 下 形式 : 


F = A Pe 1. + 入, + 


tA t+ zy zs lyy 
+ AcaUssls + Ayulyus + 2A, yay, +2A 2 + 2A ssl. (10.5) 

它 总 共 包 含 9 个 弹性 模 量 . 

4. 四 方 晶 系 ”考虑 C,, 类 . 坐标 选取 为 ,用 C4 轴 作 z 轴 ,而 % 轴 和 yy 轴 垂 直 
于 竖 直 对 称 平面 中 的 两 个 . 对 这 两 个 对 称 平 面 作 镜面 反射 ,对 应 的 变换 为 x 一 
-%,7 一 y ,2 一 5 和 x 一 %y 一 一 yz 一 2z. 因此 , 张 量 A 中 具有 奇数 个 相同 指标 的 
分 量 全 都 等 于 零 . 其 次 ,再 绕 C4 轴 旋 转 r/4 角 , 即 作 变换 :x 一 y,y 一 -xz 一 z，, 并 
由 此 推断 出 如 下 关系 : 

Assrs = Ayyyys As = Ayysss Azmi = 从 jar 

C,, 类 中 包含 的 其 余 的 变换 都 不 会 再 增加 任何 条 件 . 这 样 一 来 ,四方 晶 系 的 自由 
能 表达 式 具 有 如 下 形式 : 


F = a ( Wis + Uy, ) + TA + A (UUs + UUs) + 


+ Asyy lss lyy + 2A sw, + 2 (2 十 2 ) . (10.6) 
它 包 含有 6 个 弹性 模 量 . 

对 于 四 方 品系 的 其 它 各 类 也 可 以 得 到 同样 的 结果 . 在 这 里 ,坐标 轴 的 选取 
自然 是 由 对 称 性 (D:,D, ,Du ) 指 定 的 . 而 对 于 C4,$S, ,Cu 类 ,只 有 唯一 的 一 个 选 
择 ,就 是 轴 (z) 沿 着 GC 或 5, 轴 . 这 时 ,根据 对 称 性 要 求 ,除了 在 式 (10.6) 中 出 现 
的 分 量 以 外 ,还 允许 存在 下 面 的 分 量 : 

人 sur = — Ayyys: 
适当 地 选择 x 和 y 轴 的 方向 能 够 使 上 述 这 些 分 量化 为 零 ,这 时 下 又 重新 回 到 式 
(10.6) 的 形式 . 

S. 三 方 晶 系 ”考虑 C:, 类 . 选取 坐标 系 时 , 取 z 轴 沿 着 三 重 轴 ,而 y 轴 垂 直 
于 竖 直 对 称 面 中 的 一 个 . 为 了 便于 说 明 由 于 C, 轴 的 存在 而 施加 于 张 量 A 分 
量 上 的 限制 ,我 们 引入 复数 “坐标 "Em 来 做 形式 上 的 变换 . 这 个 变换 是 : 

E€ =x+iy, 7=%-iy, (10.7) 
坐标 z 仍 保持 不 变 . 我 们 把 张 量 A 变换 到 这 些 新 坐标 上 , 张 量 分 量 的 指标 现在 
用 &,n,z 表示. 显而易见 ,在 绕 z 轴 旋 转 27/3 时 ,新 变量 的 变换 为 : 

EE 
由 于 晶体 的 对 称 性 ,As 的 分 量 中 不 为 零 的 只 有 在 作 上 述 变换 时 不 变化 的 那些 
分 量 . 显然 ,具有 这 一 性 质 的 分 量 是 指标 上 或 了 重复 三 次 出 现 (注意 到 (e ”) 
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=e"” =1) 的 分 量 , 或 者 指标 £ 和 ”出 现 同样 次 数 (因为 eo" e-*" =1) 的 分 量 . 
这 样 的 分 量 是 : 

Msss Apnens Atom At， Asn» Abtte， 从 nonz 
其 次 ,对 垂直 于 y 轴 的 对 称 平面 作 镜 面 反射 ,所 得 变换 为 x 一 x,y 一 -7y,z 一 z，, 或 
对 于 ,nm 来 说 是 n,m 一 &. 因为 这 一 变换 将 Agee, 变 为 和 ,i,, 故 这 两 个 分 量 应 该 
彼此 相等 . 这 样 一 来 ,三 方 晶 系 的 晶体 总 共有 6 个 弹性 模 量 . 为 了 写 出 自由 能 表 


达 式 ,需要 组 成 和 式 计 Aunxaau ,并 将 和 式 的 指标 通过 &,m,z 表示 . 因为 忆 是 由 


应 变 张 量 的 分 量 ( 通 过 坐标 *,y,z) 表 示 的 ,因此 我 们 必须 把 这 些 分 量 也 用 “ 坐 
标 ”"E,m,z 来 表示 . 这 并 不 难 做 到 ,只 需 利 用 张 量 ww 的 分 量 的 变换 与 两 个 坐标 乘 
积 对 应 这 一 事实 . 比如 ,由 
= (x+iy)’ = x -y +2ixy 
得 到 
Use = Uys — 


最 后 ,我 们 得 到 的 表达 式 如 下 : 


yy + 2iu,,. 


1 
F = + DA pnen (Urs + u,,)” a ww,,)” + 4us, ] + 


+ DA prea Uns + Uys) Us + 4Agms (Uss + ys) + 
+ 4Ageesl (Us — yy) us 一 2u,u,, ]. (10.8) 
它 含 有 6 个 独立 系数 . 对 于 D, 和 DD;, 类 也 可 以 得 到 同样 的 结果 . 在 C, 和 5S。 类 
的 情形 下 ,x,y 轴 的 选取 是 任意 的 ,对 称 性 的 要 求 允 许 差 式 
Ngee: 一 人 non 
不 为 零 . 但 是 , 若 适当 选择 x,y 轴 , 可 以 使 它 化 为 零 . 
6. 六 方 晶 系 ”考虑 C6 类 ,在 选择 坐标 系 时 使 z 轴 沿 晶体 的 六 重 轴 . 再 一 次 
引入 式 (10.7) 所 确定 的 坐标 , 当 绕 z 轴 旋 转 2m/6 时 ,得 到 如 下 变换 : 
été , nn 
由 此 可 见 , 张 量 A 不 为 零 的 分 量 ,只 有 指标 & 和 相遇 次 数 相 同 的 那些 项 . 这 
样 的 分 量 是 : 
A Mgneny bn， 人 bs， Agm: 
六 方 唱 系 其 它 可 能 的 对 称 元素 对 这 些 分 量 没有 增加 任何 限制 . 这 样 一 来 ,总 共 
有 五 个 弹性 模 量 . 自由 能 具有 如 下 形式 : 
1 
2 
+ Apa ls Uss + Wy) + 4 A sm Ws, + w.). (10.9) 


应 当 指 出 ,在 xy 平面 内 的 形变 (w, ,uw,,,w, 不 为 零 的 形变 ) ,就 像 在 各 向 同性 物 


2 2 2 2 
A sss Uz + DA poen (La + u,,) + 和 se (ss x wy, ) + 4u,, ] + 
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体 中 一 样 ,总 共 取 决 于 两 个 弹性 模 量 . 换 句 话说 ,在 与 六 重 轴 垂 直 的 平面 内 ,六 
方 唱 体 的 弹性 性 质 是 各 向 同性 的 . 因此 ,在 该 平面 内 坐标 轴 方 向 的 选择 一 般 并 
不 重要 且 对 FF 的 形式 没有 任何 影响 . 因此 ,表达 式 (10.9) 适 用 于 六 方 晶 系 的 各 
品类 . 

7. 立方 晶 系 将 立方 唱 系 的 三 个 四 重 轴 分 别 取 作 x,y,z 轴 . 四 方 对 称 性 
(使 四 重 轴 沿 着 z 轴 ) 的 存在 已 将 张 量 A 不 同 分 量 的 数目 限制 为 以 下 六 个 : 
As ， Azas Ass 人 xy， 人 amy， 从 aa 
绕 x 轴 和 7 轴 旋 转 90" ,分 别 给 出 变换 * 一 x ,7 一 -zz 一 7 和 x 一 zy 一 2 一 %. 
由 此 ,在 所 写 出 的 六 个 分 量 中 ,第 一 和 第 二 ,第 三 和 第 四 ,第 五 和 第 六 分 别 相 等 . 

于 是 ,总 共 剩 下 三 个 不 同 的 弹性 模 量 . 立方 晶 系 晶体 自由 能 的 形式 为 ?: 


1 这 2 2 
F = As Wa + Uy + Un) + A Uselyy + Uldss + UyyUss) 十 


+ DA (Us, + Ws, + Ly,). (10. 10) 
现在 ,我 们 再 一 次 写 出 各 类 唱 系 独立 参量 (弹性 模 量 或 确定 各 类 唱 系 晶体 
轴 方 向 的 角度 ) 的 数目 : 
三 余 蝇 系 de 
2 a dO 
i ,C0) ， Ve 
四 方 最 系 (CD Da) 6 
三 方 晶 系 (C, ,8，) ER ee 
三 方 品系 (C;,,,D， oD) 6 
六 方 部 系 i Me 。 5 
立方 品系 .3 
对 于 所 有 各 类 品系 ,同样 可 以 通过 适当 的 坐标 轴 选 择 得 到 不 为 零 的 模 量 的 
最 小 数目 : 
和 8 
A 1 
正安 避 条 
1 PR 
二 
六 方 晶 系 …… ee 5 
i 3 


@ ”立方 品系 T 和 7 没有 四 重 轴 . 但 在 这 种 情形 下 ,用 研究 三 重 轴 的 方法 可 以 得 到 同样 的 结果 , 即 
绕 三 重 轴 的 旋转 可 将 *,y,z 轴 相 互 转化 . 
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自然 ,上 面 所 有 的 叙述 都 是 对 于 单 晶体 的 . 至 于 多 唱 体 , 当 组 成 它们 的 微 唱 
的 尺寸 是 够 小 时 ,可 以 作为 各 向 同性 物体 来 考虑 (因为 我 们 所 关心 的 形变 区 域 
远大 于 微 晶 的 尺寸 ). 像 所 有 各 向 同性 物体 一 样 ,多 晶体 总 共 由 两 个 弹性 模 量 来 
表征 . 骤然 看 来 ,可 能 认为 这 两 个 模 量 可 以 通过 简单 平均 的 手段 由 各 个 微 晶 的 
弹性 模 量 得 到 . 但 事实 上 并 非 如 此 . 如 果 把 多 晶体 的 形变 看 作 包 含 在 其 内 部 的 
微 晶 形变 的 结果 ,原则 上 应 该 在 考虑 微 晶 分 界面 上 相应 的 边界 条 件 情形 下 , 求 
解 所 有 这 些微 晶 的 平衡 方程 . 由 此 可 见 , 在 整体 上 研究 微 晶 的 弹性 性 质 和 由 它 
组 成 的 物体 的 弹性 性 质 之 间 的 关系 ,取决 于 微 晶 的 具体 形状 ,也 取决 于 微 晶 相 
互 取 向 之 间 的 关联 . 因此 ,多 晶体 的 弹性 模 量 与 同样 物质 的 单 唱 体 的 弹性 模 量 
之 间 不 存在 普遍 关系 . 

若 用 单 唱 体 的 弹性 模 量 来 计算 各 向 同性 多 晶体 的 弹性 模 量 ,只 有 在 单 晶 体 
的 弹性 性 质 为 弱 各 向 异性 情形 时 , 才 有 可 能 达到 的 较 高 的 精确 度 ?. 作为 多 晶体 
弹性 模 量 的 初级 近似 ,可 以 简单 地 取 其 等 于 单 晶体 弹性 模 量 的 “各 向 同性 部 
分 ”. 于 是 在 下 一 级 近似 中 ,会 出 现 单 晶体 模 量 的 弱 “ 各 向 异性 部 分 ”的 二 次 项 ， 
已 发 现 这 些 修正 项 既 不 取决 于 微 晶 的 形状 ,也 不 取决 于 微 晶 间 取 向 的 关联 ,并 
能 用 一 般 形式 计算 出 来 ®. 

最 后 ,让 我 们 来 研究 晶体 的 热膨胀 . 在 各 向 同性 物体 中 , 沿 着 所 有 方向 发 生 
的 热膨胀 都 是 相同 的 . 因而 ,在 自由 热膨胀 时 ,应 变 张 量 具有 如 下 形式 ( 见 8$6) : 


Ux = Fa(7 - To) Bi, 
式 中 a 是 热膨胀 系数 . 在 晶体 中 应 变 张 量 必须 写成 


ws = 守 (T ~- 7), (10. 11) 
式 中 ax 是 某 一 关于 指标 i,k 对 称 的 二 阶 张 量 . 现在 我 们 来 阐明 ,各 种 晶 系 晶体 
的 张 量 as 应 有 多 少 个 不 同 的 独立 分 量 . 为 此 ,最 简单 的 方法 就 是 利用 张 量 代数 
已 有 的 结果 , 即 所 有 的 二 阶 对 称 张 量 都 能 对 应 于 某 个 张 量 椭 球 @. 若 直 接 从 对 称 
性 考虑 ,很 明显 在 三 斜 晶 系 、 单 斜 晶 系 和 正 交 晶 系 的 情形 下 ,一 般 来 说 , 张 量 椭 
球 是 三 轴 椭 球 ( 亦 即 它们 的 三 个 轴 长 都 是 不 相同 的 ). 而 在 四 方 晶 系 ,三 方 品系 
和 六 方 晶 系 的 情形 下 , 则 应 该 是 旋转 对 称 椭 球 (相应 的 旋转 轴 沿 着 C4,C; 或 C。 
对 称 轴 ). 最 后 ,立方 品系 的 对 称 关系 使 椭 球 退化 为 球 . 三 轴 椭 球 由 三 个 独立 的 
量 ( 轴 的 长 度 ) 确 定 , 旋 转 椭 球 由 两 个 轴 长 确定 ,而 球 总 共 只 由 一 个 量 ( 半 径 ) 即 
@ 比如 ,立方 晶体 弹性 性 质 各 向 异性 的 量度 是 差 As - Asoy -2Asro ,如 果 这 个 值 等 于 零 , 则 表达 

式 (10. 10) 退 化 为 各 向 同性 物体 的 弹性 能 表达 式 (4.3). 


@ 见 : 末 弗 席 兹 (HH. M. Tarma) , 罗 森 茨 韦 格 ( 帮 . H. Posermaeiir ) ,实验 物理 和 理论 物理 杂志 
(XITD) ,1946 ,16 :967. 


图 张 量 椭 球 由 方程 wxxixzt =1 确定 . 
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可 确定 . 这 样 一 来 ,在 不 同系 列 的 晶体 中 , 张 量 a; 的 独立 分 量 的 个 数 分 别 为 : 


三 斜 晶 系 , 单 斜 晶 系 , 正 交易 系 ppp 3 
四 方 晶 系 ,三 方 晶 系 ,六 方 晶 系 ppp 2 
池塘 量 系 en | 


上 面 第 一 行 的 三 类 晶 系 称 为 双 轴 晶 系 ,而 第 二 行 的 三 类 晶 系 称 为 单 轴 晶 
系 . 我 们 注意 到 ,立方 晶 系 晶体 的 热膨胀 总 共 只 需 一 个 量 即 可 确定 , 亦 即 在 热 膨 
胀 性 质 方面 ,它们 的 行为 和 各 向 同性 物体 的 热膨胀 是 一 样 的 . 

习 题 

1. 试 和 借助 弹性 模 量 和 A 用 坐标 Xx,y,z 表示 六 方 晶 体 的 弹性 能 ( 取 x 轴 沿 着 
晶体 的 六 重 轴 ). 

解 :在 任意 ( 非 正 交 的 ) 坐 标 变换 时 ,必须 区 分 拓 量 和 张 量 的 分 量 是 逆 变 的 
还 是 协 变 的 ;前 者 (通常 用 上 标 表示 ) 的 变换 应 和 坐标 的 微分 dx 的 变换 一 样 ， 
而 后 者 (用 下 标 表示 ) 的 变换 和 微分 算 子 B/ax 的 变换 一 样 . 这 时 ,标量 式 (10.1) 

F = DA", 
在 表达 式 (10.8),(10.9) 中 ,分 量 uj 以 送 变 方式 变换 . 因此 ,为 了 建立 在 &,1,z 
和 %,y,z 两 种 坐标 中 的 张 量 如 的 分 量 之 间 的 关系 ,必须 把 它们 看 作协 变 分 量 
(自然 ,在 直角 坐标 系 中 , 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 是 一 样 的 ). 对 于 变换 (10.7) ,我 
们 有 
将 分 量 人 im 作为 这 些 算 子 的 乘积 进行 变换 ,得 到 


A sar 于 和 yy 于 4 A pnen + Agen » 从 ye 二 2A pen 地 
人 com 去 4 和 potn EE 2A enn » A sna ~ A = 2A pn 
A = A = DA 


因此 , 自 由 能 表达 式 (10.9) 可 以 通过 这 些 模 量 表示 为 如 下 形式 ， 


2 1 2 
F = FA Ls + uy, ) + FD Mal + A sss Uns + Uyy ) Us + 


+ DA Ws + lx) + (As — Mx) (Uy ~ Wollyy). 
2, 试 求 出 立方 咒 体 的 弹性 能 为 正 的 条 件 . 
解 : 式 (10. 10) 的 前 两 项 构成 三 个 独立 变量 Ui,,w,,Us 的 一 个 二 次 型 . 这 个 
二 次 型 为 正 的 条 件 是 其 系数 行列 式 、 它 的 一 个 子 式 和 系数 入 ,is 均 为 正 . 此 外 , 式 
(10. 10) 的 第 三 项 也 必须 为 正 . 由 这 些 条 件 得 出 如 下 不 等 式 
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A 
A > 0，A， > 0， = NA 


式 中 记号 为 ;As = 和 ws yA2 = 和 sy Ai = A 

3. 试 确定 立方 咒 体 的 拉 伸 模 量 与 其 方向 之 间 的 关系 . 

解 :把 坐标 轴 取 在 立方 卓 体 的 棱 边 上 . 假设 从 晶体 上 切取 的 杆 的 轴 沿 单位 
矢量 及 方向 . 当 拉 伸 杆 时 ,应 力 张 量 必须 满足 如 下 的 条 件 :oun =pn,, 其 中 p 为 
作用 在 杆 两 端 单位 面积 上 的 拉力 ( 杆 端面 条 件 ) ;对 于 垂直 于 nn 的 1 方向 ,必须 
有 owti =0( 杆 侧面 条 件 ). 这 样 的 张 量 必然 具有 oj =pnini 的 形式 . 对 表达 式 
(10.10) 取 导数 计算 出 分 量 oa ,并 将 它们 与 表达 式 oj =pnin; 相 比 较 , 得 到 应 


(A + 2A,)n: - A, n,n, 
WU = DQ 2 = D 一 一 
加 IT +2A2) PE 
以 及 与 此 类 似 的 其 余 分 量 . 
dr 





和 dx. 
细 杆 纵向 的 相对 伸 长 为 u= 呈 证, 其 中 dl 由 公式 (1.2) 和 :=n, 给 出 


这 就 给 出 了 小 形变 w=usnins. 杨 氏 模 量 由 等 式 p = Eu 中 的 比例 系数 定义 ,我 们 
求 得 

1 = tA 1 2 2 2 2 2 2 2 

E (A+2A)(A -A,) 册 十 -A ey + nn, + n,ns). 
杨 氏 模 量 在 校 边 ( 轴 x,y,z) 方 向 和 立方 体 空间 对 角 线 方向 上 取 极 值 . 在 沿 着 立 
方 体 棱 边 的 方向 上 





站 二 大 
A + A 

这 时 , 细 杆 的 横向 压缩 us。 =zn = -au = -ou, 其 中 og=As/(A1 +A,) 起 着 泊 
松 比 的 作用 . 根据 前 一 习题 中 得 到 的 不 等 式 ,有 -1 <o <172. 





E = (A, +2A,) 


中 如 果 不 直 接 用 公式 Oi = Amum um 计算 Oi ,而 是 通过 对 F 的 具体 表达 式 作 微分 计算 Oik , 则 对 政法 
的 导数 在 i 时 给 出 二 倍 于 oi 的 值 . 这 是 因为 公式 oy = 9F/auu 实 质 上 只 对 表示 dF = oi du 这 一 事实 
有 意义 , 含 对 称 张 量 us 每 一 ik 分 量 的 微分 du 的 项 均 在 和 式 odun 中 出 现 了 两 次 . 
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在 这 一 章 我 们 将 研究 形变 体 平 衡 的 某 些 特殊 情形 ,首先 从 研究 薄板 的 形变 
开始 .我 们 所 说 的 薄板 , 指 的 是 板 厚度 比 起 其 它 两 个 方向 的 尺寸 为 小 . 如 前 所 
述 ,我 们 仍然 假定 形变 是 小 的 . 这 里 小 形变 的 标准 是 板 上 各 点 的 位 移 均 小 于 板 
的 厚度 . 

一 般 的 平衡 方程 在 应 用 于 薄板 时 被 极 大 地 简化 了 . 但 是 ,最 方便 的 不 是 直 
接 由 一 般 方程 导出 这 些 简化 的 方程 ,而 是 重新 计算 弯曲 板 的 自由 能 ,然后 对 这 
个 能 量 求 变 分 . 

板 弯曲 时 , 板 内 的 一 些 地 方 发 生 拉 伸 , 另 一 些 地 方 发 生 压 缩 . 显然 ,在 板 的 
凸 面 发 生 拉 伸 , 随 着 向 板 内 深入 , 拉 伸 逐渐 地 减 小 ,最 终 达到 了 零 ,在 后 面 的 板 
层 , 压 缩 逐渐 增加 . 因而 ,在 板 的 内 部 存在 着 一 个 中 性 面 . 在 中 性 面 上 根本 不 存 
在 拉 伸 或 压缩 ,而 在 中 性 面 的 两 边 ,形变 具有 相反 的 符号 . 很 明显 ,这 个 中 性 面 
位 于 板 厚 的 中 间 . 

选取 坐标 系 , 取 中 性 面 上 任 一 点 为 坐标 原 
点 ,z 轴 指向 中 性 面 的 法 线 方向 ,而 xy 平面 与 未 
形变 的 板 面 重合 . 我 们 用 字母 4 表示 中 性 面 上 
点 的 垂直 位 移 , 即 它们 的 :坐标 (图 2). 至 于 这 
些 点 在 xy 平面 内 的 位 移 分 量 , 则 很 明显 ,与 4 相 
比 它们 是 二 阶 小 量 , 因 此 可 以 假设 它们 等 于 零 . 图 2 
这 样 一 来 ,中 性 面 上 点 的 位 移 矢量 为 
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wu) = ut =0, wu = (x,y). (11.1) 

为 了 更 进一步 的 计算 ,必须 对 形变 板 内 作用 的 应 力作 以 下 说 明 . 因为 是 薄 
板 , 故 为 了 使 它 弯曲 ,只 需 对 它 的 表面 作用 不 大 的 力 . 在 任何 情况 下 ,这 些 力 与 
形变 板 内 部 因 其 各 部 分 发 生 拉 伸 和 压缩 所 引起 的 内 应 力 相 比 是 很 小 的 . 因此 ， 
在 边界 条 件 (2.9) 中 可 忽略 力 Pi, 只 剩 下 on =0. 因 板 的 弯曲 小 , 故 可 假设 法 
向 矢量 n 沿 z 四方 向 . 这 样 一 来 ,在 板 的 两 个 表面 上 应 有 

os = or = 0。 = 0. 

因为 板 的 厚度 小 ,在 板 的 两 个 侧 表面 上 这 些 量 都 等 于 零 , 所 以 它们 在 板 的 内 部 
也 应 该 是 小 的 . 因而 我 们 可 以 得 出 结论 : 在 整个 板 内 ,ccz 远 小 于 应 力 张 
量 的 其 余 分 量 . 据 此 ,我 们 可 以 假定 它们 都 等 于 零 . 并 且 根 据 这 些 条 件 来 确定 应 
变 张 量 的 分 量 . 

根据 一 般 公式 (5. 13 ) ,我 们 有 


E E 
O ,x = ZX 
1+a 





Os = ys 
1 区 
人 (11.2) 


oa = ra ou to + w,)]. 

Ou _ Ou, du, _ ou, u OO u 

oz Ox’ 8z 07y“ Se Ea 本 
在 前 两 个 方程 中 ,用 《xz,y) 代 换 六 已 足够 精确 ， 


0z Ox oz 0y 
由 此 
-_ ,0 2_ .0 
Us = 2 uy, BE (11.3) 


上 式 中 置 积分 常数 等 于 零 ,是 因为 当 z=0 时 ,有 w=w, =0. 知道 ,uw, 后 ,就 可 
以 确定 应 变 张 量 的 所 有 分 量 : 





2 2 2 
wu 2 wu = 2 
0X 07y 0X0Y 
2 2 
Us = uu,, = 0, uw, = T+) (11.4) 
1l-o \ax 07 


现在 可 以 利用 一 般 公式 (5. 10) 计算 板 的 体积 自由 能 玉 经 过 简单 计算 ,得 
到 它 的 表达 式 为 


下 = 入 








E 1 0 2p\2 i 2y -2 
TREE | | (11.5) 


取 上 式 在 板 的 整个 体积 上 积分 上 ,可 得 板 的 总 自由 能 . 沿 z 积分 时 ,积分 限 由 


"46 ， 第 二 章 ” 杆 和 板 的 平衡 


-h/2 到 +h/2, 其 中 为 板 的 厚度 ;而 沿 x 和 y 积分 时 ,积分 域 是 整个 板 面 . 最 
后 求 出 形变 板 的 总 自由 能 Pu， = | Fdy 的 形式 : 


re | +20-o)[ (二 -|]e XY 


(11.6) 





(鉴于 形变 是 小 量 , 将 面 元 简写 为 dxdy 已 足够 精确 ). 

因为 我 们 关心 的 只 是 在 作用 力 影 响 下 板 的 形状 而 不 是 板 内 形变 的 分 布 ,在 
得 到 自由 能 表达 式 之 后 ,就 可 把 板 当 作 没有 厚度 的 几何 面 来 研究 . 量 z 是 作为 
曲面 的 板 弯曲 时 其 上 各 点 的 位 移 ， 
8$12 板 的 平衡 方程 


我 们 从 自由 能 取 极 小 值 的 条 件 来 推导 板 的 平衡 方程 . 为 此 需要 计算 表达 式 
(11.6) 的 变 分 . 

将 式 (11.6) 中 的 积分 分 为 两 个 积分 之 和 ,分 别 对 其 中 的 每 一 个 取 变 分 . 第 
一 个 积分 可 以 写 为 


| (a 0)°a, 


式 中 df = dxdy 为 面 元 ,而 A =9/9x +9/9y 在 这 里 (以 及 $12 - §14 名 处 ) 表 
示 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 . 此 一 积分 的 变 分 为 


33 | (AOd= {AcABAd = [Acv Vad = 


= |V:(A¢Vae)d -| (Ve) YACdK 


自然 ,这 里 所 有 的 矢量 运算 都 是 在 二 维 坐 标 系 xy 内 进行 的 . 将 上 式 右边 的 第 一 
个 积分 变换 为 环绕 板 面 的 封闭 周 线 的 积分 : 


[YCA¢va)d = 和 Acta Vat)d = fA 20, 


式 中 3/6n 表示 沿边 界外 法 线 方向 的 导数 . 对 第 二 个 积分 作 同 样 的 变换 ,我 们 得 
到 


[Ya .Vv Atdf = | -. (8¢ VAL)df - [a¢a’eaf 
=fat(n« V) Ata - [tA’edf = fa 弥 aacdl) - ae areaf 
@ ”二 维 积分 公式 的 变换 与 三 维 公式 变 痪 完全 类 似 . 体 元 dy 现在 换 成 面 元 df (看 作 标量 ) ,而 面 元 


df 换 成 周 线 上 的 长 度 元 dl 乘 以 周 线 外 法 向 矢量 n. 把 按 df 的 积分 变换 为 按 dl 的 积分 是 通过 用 mdi 代 换 
df3/3x; 实现 的 . 这 样 , 如 果 p 是 某 个 标量 , 则 | Vodf = fondl. 
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将 所 得 结果 代 人 原 式 即 得 到 
323)(A0)’df = ata’edf - foe Ea a fa¢ 下 (12.1) 


式 (11.6) 中 第 二 个 积分 的 变 分 变换 颇 为 兄长 . 为 了 方便 ,我 们 不 用 矢量 形式 而 
用 分 量 形式 来 推导 这 个 变换 . 于 是 有 
Ot oll, 07 oO oOo 98¢ 351d 
5] tl ox? 5/ j {2 gxgy Ox0y dx’ 0y 9x2 Oy Er 
式 中 被 积 函 数 表达 式 可 写 为 


8 /98¢ 9 2 9 (3 26 - 985 2 人 | 

| dy Ox90y Ox oy Oy\ Ox Ax9y dy dx’ ” 

此 式 具 有 某 个 矢量 的 二 维 散 度 形 式 . 因此 ,我 们 能 够 把 变 分 重新 写 为 封闭 回路 
的 积分 : 


(2 -这 区 wd 党 2- 可 只， 

















式 中 6 是 x 轴 与 周 线 外 法 线 矢量 n 之 间 的 夹 角 (图 
3). 





根据 公式 

二 = cosg 二 一 sin 0 

和 sing 地 + cos0 
将 5 对 x 和 yy 的 导数 ,用 对 边界 的 法 向 n 的 导数 和 
切 向 1 的 导数 表示 . 于 是 ,公式 (12.2) 中 的 积分 具有 图 3 
以 下 形式 ; 


| 


9? 
= 和 Se {2sin ocos0 2 9 — sin "24 - cos’0 号 人 | + 
on OX0Y 8 和 








十 $dl {sin Geos (2$ = 0 + (cos’0 -sin 9) 2£} 


上 式 右 端 第 二 个 积分 可 通过 分 部 积分 算出 . 因为 是 沿 封闭 回路 取 积分 ,积分 限 
在 同一 点 上 重合 ,因此 我 们 直接 得 到 ; 


_ falae 2 3 (sineoso( 2 - 9 + (cos’0 - sin’0) 站 


“48， 第 二 章 ” 杆 和 板 的 平衡 











把 以 上 所 得 的 儿 个 表达 式 综合 在 一 起 ,并 按 公 式 (11.6) 写 出 系数 ,最 终 得 
到 下 面 的 自由 能 变 分 表达 式 : 


8F, =D ( | A2 Z8¢df - 


-peedl [和 + (1l-0o) al {inoeos (2 - 人 + (cos "9 - sin’) E+ 





+ dl{A¢ 和 -0) (2sinoeos 0 2 sn "9k 二 024)}) , (12. 3) 


式 中 
- Eh 
12(1 -2) 
为 了 由 此 得 出 板 的 平衡 方程 ,必须 使 变 分 8F 与 板 的 势能 变 分 8U 之 和 等 于 
零 ,而 板 的 势能 与 作用 在 板 上 的 外 力 有 关 . 后 一 个 变 分 等 于 板 位 移 时 的 外 力 所 
作 功 的 负 值 . 设 己 是 作用 于 板 表面 单位 面积 上 的 外 力 @ ,其 方向 与 板 面 垂直 . 于 
是 , 力 所 作 的 功 为 力 乘 以 板 上 各 点 位 移 5 ,等 于 


| Paeaf. 
这 样 , 便 得 出 板 的 总 自由 能 为 极 小 值 的 条 件 方程 ; 
SPF， - | Pa¢df = 0. 
这 个 等 式 左 端 既 有 面积 分 又 有 封闭 回路 积分 . 面积 分 为 
| 1 DA2 - P 8¢df 
这 个 积分 中 变 分 5 是 任意 的 . 因此 要 积分 等 于 零 , 只 有 8 前 面 的 系数 为 零 , 故 
DA’¢ = P. (12.5) 
这 就 是 在 外 力作 用 下 弯曲 板 的 平衡 方程 . 方程 左 端 的 系数 D 称 为 板 的 抗 弯 刚度 
或 柱 面 刚度 . 
上 面 这 个 方程 的 边界 条 件 可 以 由 式 (12.3) 中 的 闭路 周 线 积分 等 于 零 得 出 ， 
这 里 我 们 来 研究 几 种 不 同 的 特殊 情况 . 
假设 板 边 缘 的 一 部 分 是 自由 的 , 亦 即 没有 任何 外 力作 用 于 这 部 分 . 故 在 边 
缘 的 这 部 分 变 分 5¢ 和 5(32/9n) 都 是 任意 的 ,于 是 闭路 周 线 积分 中 在 这 两 个 变 
分 前 边 的 系数 必须 等 于 零 . 这 便 得 到 两 个 方程 : 


-E+ (1 - 0) [eos orino( SE - 3 人 + Gain’ 0 - cos’0) EE} 0， 


(12.4) 


(12.6) 


外 这 里 力 P 可 以 是 体力 (如 重力 ) 作 用 的 结果 ,其 值 等 于 体力 沿 板 厚度 的 积分 . 
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2 a 2 
Ad + (1 ~ 0) {2sin cos0 a sin’g3 & _ coszg2 | = 0. (12.7) 
X0 x oy 


dx0y Ox? 
在 板 的 所 有 自由 边界 上 这 两 个 方程 都 必须 成 立 
边界 条 件 (12. 6) , (12. 7) 极 为 复 
杂 . 特别 简单 的 情形 是 板 的 边缘 为 “ 固 
支 " 或 “ 简 支 ”. 如 果 板 的 边缘 是 固 支 的 
(图 4(a) ), 则 其 不 能 有 任何 垂直 的 位 
移 ,此 外 ,这 些 边缘 的 方向 同样 也 不 能 改 
变 . 在 板 边 缘 的 这 部 分 上 ,相对 于 初始 位 
置 转 过 的 角度 等 于 (在 是 小 位 移 时 ) 
导数 96/9n. 这 样 一 来 ,在 板 的 因 支 边 四 
上 , 变 分 8 和 8(96/9n) 等 于 零 . 于 是 ， 
式 (12.3) 中 的 闭路 周 线 积分 恒 为 零 ， 
在 这 种 情形 下 ,边界 条 件 具有 如 下 简单 图 4 
形式 : 


(a) 


£ = 0， Ee (12. 8) 


上 面 的 第 一 式 实际 上 表示 形变 时 板 的 边缘 根本 就 不 能 有 垂直 位 移 ;而 第 二 式 则 
表示 板 边缘 方向 仍 保持 水 平 . 

不 难 确 定 固定 支点 处 支 座 作 用 在 板 上 的 反作用 力 . 这 些 力 与 板 对 支 座 作用 
力 的 大 小 相等 ,方向 相反 . 从 力学 已 知 , 某 个 方向 的 作用 力 等 于 能 量 沿 该 方向 对 
坐标 的 导数 . 例如 , 板 对 支 座 作用 的 力 由 能 量 对 板 边 缘 位 移 的 导数 取 负 号 确 
定 ; 而 反作用 力 则 等 于 同样 的 导数 取 正 号 . 这 个 导数 不 是 别 的 , 正 是 式 (12.3) 中 
第 二 个 积分 5¢ 前 面 的 系数 . 这 样 一 来 ,相对 于 单位 长 度 边界 的 反作用 力 等 于 方 
程 (12.6) 左 面 的 表达 式 ( 现 在 当然 不 等 于 零 ) 乘 以 D. 类 似 的 ,反作用 力矩 由 方 
程 (12.7) 左 面 的 表达 式 乘 以 同样 的 系数 D 确定 . 这 一 结果 源 于 力学 中 熟知 的 结 
论 : 力矩 等 于 能 量 对 物体 旋转 角 的 导数 . 板 边 缘 处 的 旋转 角 等 于 导数 36/9n ,于 
是 ,相应 的 力矩 由 式 (12.3) 内 第 三 个 积分 中 36t/an 前 面 的 系数 确定 . 在 这 种 情 
况 下 , 力 和 力矩 的 这 两 个 表达 式 由 于 条 件 (12.8) 得 以 极 大 地 简化 . 就 是 说 ,由 于 
沿 板 边缘 的 整个 周 线 上 4 和 3l/9n 处 处 等 于 零 , 所 以 沿 切 线 1 方向 其 各 阶 导 数 也 
都 恒 等 于 零 . 考虑 到 这 一 情况 ,在 式 (12.6) 和 (12.7) 中 ,将 关于 x 和 y 的 导数 换 
成 关于 n 和 1 方向 的 导数 , 即 得 到 支 座 的 反作用 力 已 和 反作用 力矩 M 的 如 下 简 
单 表达 式 : 


Dt (12.9) 
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M = D3. (12. 10) 
oan’ 


另 一 个 重要 的 情形 就 是 简 支 板 (图 4(b) ) , 简 支 板 的 边缘 仅 支撑 在 固定 不 
动 的 支 座 上 ,但 是 没有 被 固定 . 在 这 样 的 情形 下 , 板 的 周边 (也 就 是 支 座 支撑 板 
的 那 条 线 ) 如 前 述 一 样 没有 垂直 位 移 , 但 方向 可 变 . 据 此 ,在 式 (12.3) 沿 闭路 周 
线 的 积分 中 
85 = 0， 
但 是 


On - 
因此 , 式 (12.6) 和 式 (12.7) 这 两 个 条 件 只 剩 下 了 第 二 个 . 和 前 面 的 情形 一 样 , 板 
的 支撑 点 上 的 反作用 力也 由 式 (12.6) 左 端的 表达 式 确定 (这 些 力 的 力矩 在 平衡 
时 也 等 于 零 ). 如 果 把 导数 化 为 沿 着 n 和 1 方向 的 导数 ,并 考虑 到 因 在 整个 周边 
上 Y=0, 导 数 6/91 和 90*t/98 也 等 于 零 ， 出 浪 办 条 件 (18 7) 将 被 简化 ， 最 后 得 到 
如 下 形式 的 边界 条 件 : 


f=0, 2053 0 02.1) 
习 题 


1. 试 确定 半径 为 尺 的 边界 国 支 国 扳 在 重力 场 中 水 平 放置 时 的 形变 ， 
解 : 取 极 坐标 ,原点 置 于 板 的 中 心 es Be hi 
方程 (12.5) 具 有 如 下 形式 : : 0 
A = 648, 1 3og(i 二 


(的 正 值 对 应 于 重 为 作用 方向 的 位 称 ). 因为 巡 只 是 r 的 函数 , 故 在 极 坐 标 中 A 


1 d 


应 写 为 A= 地 站 人 中 这 个 方程 的 通 解 是 


= Br + ar +b+t erln 天 十 dm 天. 
在 本 题 的 情形 ,因为 在 r=0 时 ,In 石 变 为 无 穷 大 , 故 必须 置 d=0; 同 样 。=0, 因 
为 该 项 使 Ag 在 r=0 出 现 奇 点 (相当 于 力作 用 在 板 的 中 心 , 见 习题 3). 常数 a 和 
b 由 边界 条 件 r=RR 时 =0,dt/dr =0 确定 . 最 后 得 到 
¢ = B(R’ -rr ). 
2. 同 习 题 1, 对 简 支边 圆 板 求解 . | 
解 : 在 圆 板 情形 下 ,边界 条 件 (12. 11) 具 有 如 下 形式 : 
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a dt od 
Gs a 


类 似 于 习题 1 的 解法 ,可 导出 下 面 的 结果 : 
《 = B(R’ 一 了 了 ") (TR -7]- 
3. 在 固 支边 圆 板 的 中 心 施加 作用 力 f, 试 确定 圆 板 的 形变 
解 : 除 坐 标 原 点 外 ,方程 
Ax = 0 
处 处 成 立 ,积分 后 得 到 


= ar +b +crln 一 
¢ = ar crin 


( 式 中 删 去 了 带 lInr 的 项 ). 作用 在 板 上 的 总 力 等 于 作用 于 板 中 心 的 力 f, 因 此 
Al 遍及 板 面 的 积分 应 为 


2 rAdr = 人 
由 此 得 到 c= 广 (8TD). 常数 wa 和 由 边界 条 件 确 定 , 最 后 得 到 : 





& = ats[i re - 产 ) - :mm 二 |] 
4. 同 习 题 3, 对 简 支 边 圆 板 求解 . 
we 


5. 试 确定 中 心 悬 挂 在 重力 场 中 的 图 板 的 形变 
解 :7 的 方程 和 它 的 通 解 与 习题 1 一样 ,因为 板 中 心 的 位 移 2=0, 故 c =0. 
常数 a 和 5b 由 边界 条 件 (12.6) 和 (12.7) 确 定 . 在 圆 对 称 时 有 : 
dA _ 4 1 此 de Lk 
dr = r 他) = 0 dr + rdr 
最 后 得 到 
《= Br + 8R2in 至 +428 +e|. 
r 1l+o 
6. 外 力克 服 表 面 张力 从 物体 上 撕 列 一 厚度 为 h 的 薄 层 . 在 给 定 的 外 力 下 ， 
当 撕 列表 面具 有 一 定 大 小 , 撕 列 的 板 面 具有 一 定形 状 时 处 于 平衡 (图 5). 试 推 
出 联系 表面 张力 大 小 与 撕 裂 层 形 状 的 公式 人 D. 
解 : 将 搓 裂 层 考 卡 为 一 个 边 ( 撕 裂 的 线 颖 处 ) 被 夹 紧 的 固 支 薄板 . 作用 在 
这 个 边 上 的 弯 矩 由 公式 (12. 10) 确 定 . 当 据 裂 部 分 伸 长 5x 时 ,该 弯 矮 所 作 的 





@ 这 一 问题 是 奥 布 列 伊 莫 夫 (1H. B, O6penmos(1930) ) 提出 云母 表面 张力 测量 方法 时 首先 讨论 的 . 
他 按 此 方法 所 作 的 测量 是 对 固体 表面 张力 的 首次 直接 测量 . 
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功 为 
(1) 





(弯曲 力 下 作 的 功 是 二 阶 小 量 )., 平衡 条 件 是 弯 矩 所 作 的 功 等 于 系统 能 量 的 改 
变 . 系统 能 量 的 政变 由 两 部 分 组 成 : 表面 能 的 改变 和 撕 裂 层 弹 性 能 的 改变 ,后 者 
是 由 于 层 谊 曲 部 分 的 伸 长 引起 的 . 第 一 部 分 等 于 2a8x ,其 中 心 为 表面 张力 系数 ， 
因子 2 是 考虑 到 撕 裂 时 产生 了 两 个 自由 表面 .而 第 二 部 分 等 于 

| Eh’ ] (3) sz 

24(1 -oo ) 八 9x 
(将 能 量 式 (11.6) 应 用 于 板 的 长 度 6x 上 ) , 亦 即 由 式 (1) 中 功 的 一 半 组 成 . 于 是 
得 到 : 
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纵向 形变 是 薄板 形变 的 一 种 特殊 形式 ,形变 发 生 在 板 平面 内 ,没有 弯曲 伴 
随 . 现在 我 们 来 推导 描述 这 种 形变 的 平衡 方程 . 

如 果 板 足够 薄 , 则 沿 着 板 厚度 的 形变 可 以 认为 是 均匀 的 . 这 时 应 变 张 量 只 
是 x 和 y 的 函数 ( 取 板 平面 为 黎平 面 ) 而 与 :无 关 . 板 的 纵向 形变 通常 由 作用 在 
板 边缘 上 的 力 或 由 板 平面 内 作用 的 体力 引起 . 此 时 在 板 的 两 个 表面 上 的 边界 条 
件 为 : gans =0. 又 由 于 法 向 矢量 与 z 轴 方向 相同 , 故 有 os =0, 即 

二 

应 当 指 出 ,在 以 下 的 近似 理论 中 ,即使 拉 伸 外 力 直接 作用 于 板 的 表面 上 ,上 述 条 
件 仍然 有 效 , 这 是 因为 这 些 力 与 板 内 的 纵向 应 力 (ecw,as ) 相 比 全 部 都 是 小 
量 . 由 于 0,,0,,,0。 在 边界 上 等 于 零 , 故 在 整个 板 的 小 厚度 上 ,它们 也 将 是 小 量 . 
因此 我 们 可 以 近似 地 认为 在 板 的 整个 体积 内 这 些 量 都 等 于 零 

令 表达 式 (11.2) 等 于 零 ,得 到 如 下 关系 : 


§13 板 的 纵向 形变 53: 

















下。 二 = 2 = 0. (13.1) 
将 它们 代入 一 般 公 式 (5. 13) , 即 得 应 力 张 量 中 异 于 零 的 分 量 为 
Ga = = z(Uss + Guyy), 
lo 
0 = eg + ou), (13.2) 
l-o 
二 上 下 
Ze = TT 
应 当 注 意 ,借助 于 形式 代 换 
i A (13.3) 


上 述 表 达 式 即 转换 为 平面 形变 时 (公式 (5. 13 ) 中 令 w =0) 确定 应 力 gw， 
0 和 形变 w,, ,wy, ,ws 之 间 关 系 的 表达 式 . 

通过 这 种 方式 把 位 移 u, 完全 消去 后 ,我 们 可 简单 地 把 板 视 为 无 厚度 的 二 维 
介质 (弹性 平面 ) 来 研究 ,或 者 说 ,位 移 矢 量 u 是 只 有 两 个 分 量 u, 和 w, 的 二 维 
矢量 . 如 果 P, 和 P, 是 作用 于 板 的 单位 面积 上 的 体积 力 的 分 量 , 则 一 般 平衡 方 
程 为 








n+ 3c。 ou) + 忆 -= 0， 
0% 0y 
| 2 zj + Pp, =0. 
O% 07 
将 表达 式 (13.2) 代 入 上 式 , 即 得 到 如 下 形式 的 平衡 方程 : 
92 Us 1 Ou 1 8 u, 


2 


Eh 一生 三 -人 二 本 
T -0 or "2(l+o) oy +2(1 -oa) 0x0y 


|+P. = 0,， 
(13.4) 


2 Ou, 1 9 1 du p, =0. 


1 一 er 2 “20U+7) 2 “2201 二) droy 
这 组 方程 可 以 写 为 二 维 矢量 形式 : 


2 
vv -二 2VxVyxu=-P Ee, (13.5) 


Eh 
式 中 所 有 的 矢量 算 子 都 应 理解 为 二 维 算 子 . 
特别 是 ,不 存在 体力 时 平衡 方程 为 


vy.u-! 








CVYVxVxu=0. (13.6) 
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上 述 方程 与 沿 z 轴 方 向 无 限 的 物体 的 平面 形变 平衡 方程 ($7) 了 的 区 别 , 仅 仅 在 
于 系数 值 不 同 ( 按 (13.3) 式 代 换 ). 像 对 平面 形变 一 样 ,这 里 也 可 引入 由 如 下 
关系 定义 的 应 力 函 数 : 
0 = ox, Oy SX ay = ox, (13.7) 
9y 0xX07 Ox 
它们 自动 满足 如 下 形式 的 平衡 方程 : 











ax oy 1 
应 力 函 数 如 前 一 样 满足 双 调 和 方程 ,这 是 因为 对 于 Ax 有 关系 式 : 
AX = os + Oy = 1 -一 (xs + Uy) = TY "u. 

它 与 已 有 的 平面 形变 关系 式 的 区 别 只 是 式 中 的 系数 不 同 ，. 

在 此 我 们 要 指出 以 下 事实 : 当 板 受 作 用 于 边缘 的 已 知 力 产生 形变 时 , 板 内 
的 应 力 分 布 与 材料 的 弹性 常量 无 关 . 实际 上 ,弹性 常量 既 没 有 包含 在 应 力 函 数 
满足 的 双 调 和 方程 中 ,也 没有 包含 在 由 应 力 函 数 确定 应 力 分 量 wx 的 公式 
(13.7) 中 (因此 也 没有 包含 在 板 边缘 的 边界 条 件 中 ). 


习 题 


1. 平面 圆 盘 绕 通过 盘 中 心 并 垂直 于 盘面 的 轴 作 匀速 旋转 , 试 确 定 其 形变 . 

解 : 待 求 的 解 与 87 习题 5 得 到 的 旋转 圆柱 体 平面 应 变 解 的 区 别 只 是 常 系 
数 的 值 不 同 . 径 向 位 移 ,=u(r) 由 下 式 给 出 : 

法 Te 2 
es 
该 表达 式 是 87 习题 5 所 得 公式 按 式 (13.3) 作 代 换 得 到 的 . 

2. 半 无 限 大 平板 具有 直线 边界 , 试 确定 
在 板 平面 内 对 板 边 毕 一 点 施加 集中 力 影响 下 
板 的 形变 ， 

解 : 引入 极 坐 标 , 极 角 p 从 施加 力 的 作用 
方向 算 起 , 它 的 取 值 范围 是 从 - (Tm/2 +a) 到 
T/2 -aa 其 中 必 是 作用 力 方向 与 板 边 缘 法 线 
间 的 夹 角 (图 6). 在 自由 边界 上 ,除了 外 力作 
用 点 (坐标 原点 ) 外 ,所 有 的 点 都 应 满足 条 件 
ao =ae=0. 利 用 8$7 习 题 11 得 到 的 应 力 








Q 沿 z 轴 的 均匀 形变 , 即 在 整个 物体 内 o,, = cs = we =0, 有 时 也 称 为 平面 应 力 状 态 , 以 区 别 于 整 
个 物体 内 ,=u =za =0 的 平面 形变 . 
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oww 和 ow 的 表达 式 ,得 出 这 些 应 力 函数 必须 满足 的 条 件 为 : 
ba. 1 - 干 工 _ 
ar = const, 7 Bg = const (¢ = 二 2 a). 
如 果 X = 听 p) ,上 面 这 两 个 条 件 都 能 满足 . 把 它 代入 双 调 和 方程 


1 3 3 3 | 
一 一 [rr 一 |+ = 0， 
r | rap’ 人 


即 得 Fop) 的 形 为 sinp,cosp,psinp,pcosp 的 解 ,其 中 前 两 个 注 数 是 非 真 实 解 ， 
因为 由 它们 推 得 的 应 力 恒 等 于 零 . 能 给 出 作用 于 坐标 原点 的 力 的 正确 值 的 解 为 





X = rpsing, oo = a?, ae = Oo = 0 (1) 
(是 在 板 单位 厚度 上 作用 的 外 力 的 大 小 ). 实际 上 , 沿 着 以 坐标 原点 为 中 心 的 
小 半圆 周 将 应 力 在 平行 和 本 直 于 力 玉 方向 上 的 分 量 积 分 (之 后 想象 小 圆 的 半径 
趋 于 零 ) , 即 可 得 到 : 


[eureos pdp =-F, [orsin pdp = 0， 
就 是 说 ,这 个 积分 值 恰 好 与 施加 于 坐标 原点 的 外 力 相 抵 . 
公式 (1) 确 定 了 待 求 应 力 的 分 布 . 它们 是 纯 径 向 的 : 在 任何 一 个 各 直 于 半 


径 的 小 面积 上 只 作用 有 径 向 压力 . 等 应 力 线 是 通过 坐标 原点 的 r=dcosg 的 图 
周 , 这 些 圆 周 的 圆心 则 在 力 下 的 作用 线 上 (图 6). 





Cr oO 
Ur = EE’ Vw = EEO" Ve = 0. 
由 此 借助 对 分 量 ui 极 坐 标 表 达 式 (1.8) 的 积分 , 即 可 求 出 位 移 矢 量 : 
u eh A Cl 
” TE a mE $ 
u Es gE oF (sing - peos wp). 
~ TE TE a "®? 7E 


这 里 ,积分 常数 的 选择 方法 为 :在 力 的 作用 线 上 距离 坐标 原点 &a 处 选取 一 点 并 
假定 其 没有 位 移 ,以 消除 板 的 整体 位 移 ( 平 移 或 转动 ). 

借助 于 所 得 到 的 解 ,可 以 构造 在 板 边缘 上 作用 有 任意 分 布 力 的 问题 的 解 
(与 $8 比较 ), 当然 ,在 坐标 原点 的 附近 它们 是 不 适用 的 ， 

3. 作用 力 施 加 在 无 限 模 形 板 ( 顶 角 2a) 的 顶部 , 试 确定 板 的 形变 . 

解 :确定 应 力 分 布 的 公式 与 习题 2 所 得 结果 只 有 规范 上 的 差异 . 如 果 力 沿 
着 模 形 板 的 中 间 线 作用 (图 7 上 的 力 F,), 则 有 


Ficosg 
Or = Ow =0 = 0. 
"(a + 7sin2a)] 
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如 果 力 作用 于 中 间 线 的 种 直方 向 上 (图 7 上 的 力 F,), 则 


Fcosg 
a 
"( Q 一 本 sin2aj 


上 述 两 种 情形 中 , 角 9p 都 是 从 相应 力 的 作用 方向 起 算 的 . 





4. 半径 为 及 的 国 盘 受到 在 其 直径 两 端 施加 的 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 的 
力 下 的 压缩 , 试 确定 园 盘 的 形变 (图 8). 
解 :这 个 问题 的 解 可 由 三 个 分 布 内 应 力 的 和 登 加 求 得 . 其 中 两 个 分 布 应 力 是 


2F cos pl 
_ < ID = rrGD 


| = 下 7 rtpl 一 Opipi =0 
(2) _ _ 2F cos9p» 2 -2 -0 
rr 一 T 六 多 r292 一 9p292 9 


式 中 的 六 ,pl 和 7,,gs 是 任意 一 点 书 分 别 对 应 于 以 4 和 马 为 原点 的 极 坐 标 ( 上 
述 这 些 应 力 是 由 施加 于 半 平 面 边界 一 点 上 的 法 向 力 玉 产生 的 ,见习 题 2). 第 三 
个 分 布 应 力 是 给 定 强 度 的 均匀 拉 伸 : 


实际 上 ,如 已 点 位 于 国 板 的 周 线 上 , 则 对 于 该 点 mm =2Reosg) ,rs =2Rcosp，, 于 是 


站 (2) 一 F 
Onn Or 二 一 mR 


因为 在 该 点 Tr， 和 疡 的 方向 相互 重 直 ,我 们 看 到 ,前 面 两 组 应 力 在 圆 盘 的 边缘 上 
是 均匀 压缩 ,这 些 力 正好 抵消 第 三 组 应 力 的 均匀 拉 伸 . 于 是 贺 盘 的 边缘 理 所 当 
然 地 成 为 无 应 力 的 自由 边界 . 
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5， 试 确定 带 有 贺 孔 (半径 为 尺 ) 的 无 限 板 承受 均匀 拉 伸 时 的 应 力 分 布 . 
解 : 无 孔 连 续 板 的 均匀 拉 伸 对 应 的 应 力 是 ro =7T,oW = =0, 其 中 了 
为 拉 伸 力 . 它们 相应 的 应 力 函 数 为 
(9 = 本 7 = Trsin’p = Tr (1 - cos29). 
存在 图 孔 (圆心 在 极 坐 标 r,9 的 原点 ) 时 ,我们 寻求 形 为 下 式 的 应 力 函 数 : 
克 =YXY +X xX =r) + F(r)cos29. 
双 调 和 方程 与 g 无 关 的 解 为 
f(r) = ar’lnr + br + clnr. 


而 在 与 cos29 成 正比 的 解 中 ,有 
F(r) = dr + er i 
这 里 引入 的 常数 由 以 下 人 条件 确定 ; 当 r=%m 时 ,0%) =0; 当 r= 尺 时 ,av=aw=0. 
最 后 得 到 
1) TART _R 
Xn | jnr + (1 和 jeos29|. 
而 应 力 分 布 由 下 式 确 定 : 
下 _ 3R- 
CO， = a 2 jeos29]， 
2 4 
Ce = z[1 + 入 (1 + 24)oos20]， 


Co 二 -到 [1+ + sin29. 
特别 是 ,在 孔 边 og,。=T(1 a i 9 = 土 T/2 时 ,oo =37T, 即 孔 边 应 力 
是 无 限 远 处 应 力 的 3 倍 (比较 87 习题 12). 
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$ 11 一 $ 13 讲述 的 薄板 弯曲 理论 只 适用 于 弯曲 足够 小 的 情形 . 我 们 曾 预 先 
指出 ,这 个 理论 的 适用 条 件 是 挠 度 上 远 小 于 板 的 厚度 h. 现在 我 们 来 推导 大 弯曲 
板 的 平衡 方程 . 此 时 ,在 与 六 相 比 较 时 不 能 假设 挠 度 上 是 小 量 . 但 应 当 强调 的 
是 ,和 和 前面 一 样 ,形变 本 身 必 须 是 小 的 , 即 应 变 张 量 必须 是 小 的 . 实际 上 ,通常 要 
求 5 < 71, 即 挠 度 必 须 远 小 于 板 的 尺寸 / 

一 般 来 说 , 板 弯 曲 时 通常 伴随 有 总 体 拉 伸 发 生 ?. 在 小 挠 度 情形 下 这 种 拉 伸 
可 以 忽略 ,而 在 大 挠 度 弯曲 时 绝 不 能 作 这 样 的 忽略 ,因为 此 时 板 内 根本 不 存在 


@ 例如 ,平板 弯曲 成 柱 形 曲面 就 是 个 例外 . 
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任何 的 “中 性 面 ”. 弯曲 时 伴随 有 拉 伸 存在 是 板 不 同 于 细 杆 的 特性 , 细 杆 可 以 在 
遭受 很 大 的 弯曲 时 不 经 受 总 体 拉 伸 . 板 的 这 一 特点 是 纯粹 的 几何 特性 . 例如 ,将 
平面 圆 板 弯曲 成 球 冠 面 时 ,如 果 所 作 的 弯曲 使 圆周 的 长 度 保持 不 变 , 则 必然 要 
拉 长 圆 板 的 直径 ;如 果 板 的 直径 没有 拉 长 , 则 必然 要 压缩 它 的 圆周 . 

在 $11 中 算出 的 能 量 (11. 6) 可 以 称 为 纯 弯 曲 能 , 它 只 是 板 的 总 能 量 的 一 
部 分 ,这 部 分 能 量 是 在 板 没有 任何 总 体 拉 伸 时 ,由 沿 着 板 摩 度 的 非 均 匀 拉 伸 和 
压缩 决定 的 . 除了 这 部 分 能 量 外 ,在 总 能 量 里 面 还 应 包括 恰好 是 由 这 个 总 体 拉 
伸 的 存在 决定 的 另 一 部 分 ,可 以 把 它 称 为 拉 伸 能 . 

纯 弯曲 和 纯 拉 伸 的 形变 已 经 分 别 在 811, $12 和 8$13 中 研究 过 了 . 因此 ， 
现在 我 们 可 以 直接 利用 已 经 得 到 的 结果 . 这 时 ,没有 必要 沿 着 板 的 厚度 来 考虑 
它 的 结构 ,我 们 可 以 从 一 开始 就 把 板 当 作 没 有 厚度 的 二 维 曲 面 来 研究 . 

首先 要 推导 的 是 : 当 同 时 受到 弯曲 和 在 自身 平面 内 的 拉 伸 作用 时 ,确定 拉 
伸 板 (作为 曲面 考虑 ) 的 应 变 张 量 表 达 式 . 设 w 是 纯 拉 伸 时 的 二 维 位 移 矢 量 ( 分 
量 为 z, ,wu,) ,和 从 前 一 样 ,t 表示 弯曲 时 的 横向 位 移 . 于 是 ,未 形变 时 板 的 长 度 元 

i 
形变 后 变 为 新 长 度 元 dj , 它 的 平方 为 
di = (dx + du,)* + (dy+ du,)” + di 
这 里 , 记 du, = 人 dx + osdy, 对 于 du 和 此 采用 类 似 的 记 法 ,我 们 得 到 含 更 高 
阶 项 的 d1”: 
dl”?” = dl + 2usgdx, dxg. 
式 中 的 二 维 应 变 张 量 定义 为 
1 /9u Ou 1 9C 0 

us 人 2 (14.1) 
(本 节 和 下 节 我 们 都 将 用 希腊 字母 表示 指标 , 它 总 共 只 取 x 和 Y 两 个 值 ;两 个 重 
复 指标 照例 表示 求 和 ). 这 里 忽略 了 wu。 导数 的 平方 项 . 当然 ,关于 * 的 导数 不 能 
作 同 样 的 忽略 ,因为 它们 一 般 没 有 一 次 项 . 

由 公式 (13.2) 可 确定 与 板 拉 伸 有 关 的 应 力 张 量 res. 式 中 的 ws 必须 用 由 公 
式 (14.1) 给 出 的 总 应 变 张 量 代替 . 纯 弯 曲 能 由 公式 (11. 6) 确 定 , 可 以 写 为 


| wile) drdy, 


式 中 的 到 (2) 代 表 式 (11.6) 积 分 号 内 的 全 部 表达 式 . 根据 一 般 公 式 , 板 的 体积 
拉 伸 能 为 zezwe/2 ,此 式 乘 以 疡 即 得 到 单位 表面 的 能 量 , 所 以 总 的 拉 伸 能 就 可 以 
写 为 





| Fu) dy, 
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式 中 
,= he (14.2) 
这 样 一 来 , 板 在 大 搁 度 弯曲 时 的 总 自由 能 为 
F, = | [P(E) + Wug) df (14.3) 


在 推导 平衡 方程 之 前 ,我 们 先 估 计 一 下 这 两 部 分 能 量 .2 的 一 阶 导 数 是 ZVi 的 数 
量 级 ,其 中 ! 为 板 的 尺寸 ;而 二 阶 导数 是 “At 的 数量 级 . 因此 ,由 式 (11.6) 可 见 ， 
WD ~ El. 张 量 wos 的 数量 级 是 /2 ,因此 于 ~ El] 比较 这 两 个 表达 式 
显 见 ,在 板 弯 曲 的 近似 理论 中 ,只 有 在 << 有 的 条 件 下 ,忽略 多 项 才 是 合理 
的 . 

能 量 取 极 小 值 的 条 件 是 ; 8F + 8U0 =0, 其 中 ,U 是 外 力 场 的 势能 . 我 们 将 认 
为 ,与 弯曲 力 的 作用 相 比 较 , 拉 伸 外 力 ( 如 果 存 在 的 话 ) 的 作用 可 以 忽略 (只 要 拉 
伸 力 不 是 太 大 总 可 以 作 这 样 的 忽略 ,因为 薄板 承受 弯曲 比 承受 拉 伸 容易 得 多 ). 
因此 ,对 于 8U 我 们 有 $ 12 中 的 表达 式 : 


8U = - | Pa¢df, 
式 中 己 是 单位 面积 板 面 所 受 外 力 . 积分 | 多 ,df 的 变 分 已 经 在 §12 中 算 过 ,为 


| wdf = Dp| A 8¢df 


我 们 没有 写 出 公式 (12. 3) 中 所 含 的 闭合 周 线 积分 ,因为 它 所 确定 的 不 是 平衡 方 
程 本 身 而 只 是 方程 的 边界 条 件 ,但 边界 条 件 此 时 还 不 是 我 们 所 关心 的 问题 . 


最 后 ,我 们 来 计算 积分 | 针 f 的 变 分 . 这 里 既 要 对 位 移 矢量 w 的 分 量 作 变 
分 ,也 要 对 《 作 变 分 我 们 有 
{| ma = | Dado 


(14. 1) 代 换 ws, 即 得 到 


h dBus dBus 3 a8¢ 38g a¢ 
8{ waf = hf osu,df=2 | = ,oup 8838 a |, 
| adf | oaduadf 过 | ca ee | 


a. 








或 者 ,由 于 ow 的 对 称 性 ， 
2 05v。 98¢ 8 
3| ,df = a| Su * 人 
利用 分 部 积分 ,我 们 得 到 


.60 - 第 二 章 ” 杆 和 板 的 平衡 





J wy 1 [ee es (os ad] 


这 里 出 于 同样 考虑 ,我 们 又 没有 写 出 环绕 板 面 的 闭路 周 线 积分 
把 所 得 的 表达 式 归 结 在 一 起 ,我们 有 
sa +o0 = {fo eh (os EE)- tle het] 0 


为 了 使 上 述 关 系 式 恒 等 ,86 的 系数 和 6u。 a 于 是 ,得 到 如 
下 的 方程 组 : 








908 

D h 14.4 
A “ 二 | Oop Ox ps ’ ) 
em 0 (14.5) 
0xp 


这 组 方程 包含 三 个 未 知 函 数 : 位 移 矢 量 w 的 两 个 分 量 u, ,w, 和 横向 位 移 (. 
方程 组 的 解 同时 给 出 弯曲 板 的 形状 ( 即 函 数 4#(x,y)) 和 由 弯曲 引起 的 伸 长 . 借 
助 于 引 人 以 关系 式 (13.7) 与 rw 联 系 的 函数 X, 方 程 (14.4) 和 (14. 5) 可 得 到 某 
些 简 化 . 将 式 (13,7) 代 人 方程 (14.4) 后 , 式 (14.4) 变 为 如 下 形式 : 


DA27 - (a+ + OX 2 86) =P (14.6) 
0y Ox ox’ ay’ OX0Y 90X0Y 
方程 (14. 5) 自然 满足 表达 式 (13.7). 因此 必须 再 引进 一 个 方程 ,这 个 方程 可 由 
关系 式 (13.7) 和 (13.2) 消 去 zx。 得 到 . 
为 此 ,我们 按 以 下 步骤 进行 . 首先 通过 og 表示 us ,由 式 (13.2) 我 们 得 到 

WW 1 二 ov 

将 ws 用 表达 式 (14.1) 代 入 ,而 ee 7) 代 入 , 即 得 到 以 下 的 等 式 : 
本 
0% |) 加 全 2]， 





Uw = 万 (ce -O00 )， 区 = 去 (cvw - cu)， u 


E 
党- 的 -全 芭 


07 0y oy 
Bu au HK 21+0o) 0x 
Ox dy 9x 07 E Ox0y 


对 第 一 个 等 式 作 用 算 子 /3yY ,对 第 二 个 等 式 作 用 /9x ,对 第 三 个 等 式 作用 
3 /ex0y, 然 后 将 第 一 与 第 二 两 个 等 式 相 加 ,并 减 去 第 三 个 等 式 . 这 样 ,含有 uw, 和 
zy 的 项 彼此 相 消 ,我 们 就 得 到 如 下 的 方程 : 
OE 二 
Ax + 二 ay (总) ， 汪 (7 
方程 (14. 6) 和 (14.7) 是 关于 大 挠 度 弯 曲 薄 板 的 完备 方程 组 ( 佛 泊 尔 (A. 
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Fsppl) ,1907). 这 组 方程 极其 复杂 ,即使 在 最 简单 的 情形 下 也 无 法 精确 求解 . 我 
们 注意 到 这 组 方程 是 非 线性 的 , 

这 里 我 们 简略 地 提 一 下 薄板 形变 的 一 种 特殊 情形 , 即 所 谓 的 膜 的 问题 . 所 
谓 膜 , 指 的 是 那些 遭受 在 其 边缘 上 外 加 强 拉 伸 力 拉 伸 的 薄板 . 在 这 种 情形 下 ,可 
以 忽略 由 于 板 弯 曲 产 生 的 附加 纵向 应 力 . 因此 可 以 认为 应 力 张 量 os 的 分 量 就 
等 于 不 变 的 外 加 拉 伸 应 力 . 此 时 将 方程 (14.4) 中 的 第 一 项 与 第 二 项 比较 ,前 者 
可 以 忽略 ,于 是 我 们 得 到 平衡 方程 


ho ak +P=0. (14. 8) 
Xu Xp 

边界 条 件 为 : 在 薄膜 的 边缘 周 线 上 ,t = 0. 以 上 方程 是 线性 方程 . 特别 简单 的 情 
形 是 各 向 均匀 拉 伸 . 这 时 各 个 方向 上 的 膜 应 力 都 是 相同 的 . 设 了 是 施加 于 板 边 
缘 单 位 长 度 上 的 拉力 的 绝对 值 . 于 是 ,hr 。 = 78。 ,我 们 得 到 如 下 形式 的 平衡 广 
程 : 





TAZ +P=0. (14.9) 
习 题 

1， 当 弯曲 程度 大 到 Zh 时 , 试 确定 板 的 措 度 与 作用 在 板 上 的 力 的 关系 . 

解 : 对 方程 (14.7) 各 项 的 估计 表明 风 ~ 瑟 ?. 当红 >>h 时 , 式 (14.6) 中 的 第 


一 项 远 较 第 二 项 为 小 ,后 者 的 数量 级 为 hex/1 ~ Ehl*/L(1 为 板 的 尺寸 ). 令 其 与 
外 力 已 相等 ,得 


由 此 可 见 ,V 与 作用 力 的 立方 根 成 正比 . 
2. 试 确定 半径 为 及 的 图 形 膜 在 重力 场 中 水 平 放 置 时 的 形变 . 
解 : 已 知 P=pgh, 在 极 坐 标 中 , 式 (14.9) 具 有 以 下 形式 : 


入-- 学 


由 r=0 时 解 有 限 和 r= 尺 时 !=0 的 条 件 , 得 到 
_ DER2 1 
¢ = TR -7). 


§15 薄 壳 的 形变 


迄今 为 止 在 有 关 薄 板 形变 的 讨论 中 ,我 们 都 认为 板 的 未 形变 状态 是 平面 . 
其 实 , 自 然 状 态 为 弯曲 形状 的 板 ( 这 样 的 板 称 为 党 ) 的 形变 所 呈现 的 特征 ,与 平 
板 的 形变 有 本 质 上 的 不 同 . 

伴随 平板 弯曲 引起 的 拉 伸 与 板 自身 的 找 度 值 相 比 是 二 阶 小 量 效应 . 这 表现 
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在 ,例如 ,确定 拉 伸 的 应 变 张 量 (14.1) 是 上 的 二 次 星 . 壳 发 生 形变 时 情形 完全 不 
同 : 此 时 拉 伸 是 一 阶 效应 ,因此 ,即使 在 小 弯曲 时 也 很 重要 . 说 明 这 一 性 质 的 一 
个 最 简单 的 例子 是 球 壳 的 均匀 拉 伸 . 设 令 球 党 上 所 有 的 点 都 有 同样 的 径 向 位 移 
“, 则 赤道 长 度 的 增加 等 于 2 ,相对 伸 长 为 2we/A(2wR) =E/R. 因此 ,应 变 张 量 
与 7 的 一 次 寡 成 正比 . 当 R 一 % , 即 曲率 趋 于 零 时 ,这 个 效应 也 趋 于 零 ,因而 它 是 
与 壳 的 曲率 有 关 的 特殊 性 质 . 

设 R 是 这 曲率 半径 的 数量 级 , 它 通常 与 过 尺寸 的 数量 级 相同 . 于 是 ,伴随 桨 
曲 引 起 拉 伸 的 应 变 张 量 是 ZVR 的 数量 级 ,相应 的 应 力 张 量 是 EL/R 的 数量 级 ,而 
(单位 面积 上 的 ) 形 变 能 ,根据 式 (14.2) ,是 Eh(2/R)” 的 数量 级 . 纯 弯曲 能 的 数 
量 级 仍然 是 Eh’Y/R'. 我 们 看 到 ,第 一 式 与 第 二 式 之 比 的 数量 级 为 (RA4)?”, 亦 即 
二 者 的 数量 级 相差 很 大 . 我 们 强调 指出 ,不 管 挠 度 $ 与 厚度 h 之 间 的 关系 如 何 ， 
上 面 的 结果 都 是 成 立 的 ,而 在 平板 弯曲 情形 下 , 仅 当 2 ~h 时 拉 伸 才 开 始 起 作 
用 . 

在 某 些 情形 下 , 壳 有 可 能 存在 不 发 生 任何 拉 伸 的 特殊 类 型 的 弯曲 . 例如 两 
端 开口 的 柱 壳 , 如 果 在 弯曲 时 使 柱 壳 的 所 有 母线 彼此 保持 平行 ( 即 沿 着 任 一 母 
线 挤 压 柱 壳 时 ) ,就 可 能 存在 没有 拉 伸 的 形变 . 如 果 壳 具有 自由 ( 即 不 闭合 的 ) 边 
界 ,或 者 如 果 壳 是 闭合 的 ,但 它 的 曲率 在 不 同 的 位 置 取 不 同 的 符号 ,这 种 没有 拉 
伸 的 形变 在 几何 上 是 可 能 的 . 例如 ,闭合 球 壳 不 可 能 存在 没有 拉 伸 的 弯曲 ,但 是 
如 果 在 球 壳 上 开 个 孔 ( 并 且 不 将 孔 的 边缘 固定 ) , 则 这 样 的 形变 就 成 为 可 能 的 
了 . 因为 纯 弯曲 能 远 比 拉 促 能 小 ,很 明显 ,如果 给 定 的 过 允许 做 无 拉 伸 形变 , 则 
一 般 来 说 , 壳 在 任意 外 力作 用 下 就 会 实际 出 现 这 样 的 形变 . 要 求 弯 曲 时 无 拉 伸 
给 可 能 的 位 移 we。 施加 了 很 大 的 限制 . 这 些 条 件 是 纯 几 何 性 质 的 ,并 能 够 用 微分 
方程 的 形式 表示 出 来 ,它们 应 该 包含 在 关于 这 种 形变 的 总 平衡 方程 组 里 面 . 此 
处 我 们 不 再 继续 讨论 这 个 问题 . 

如 果 壳 的 形变 伴随 有 拉 伸 , 则 一 般 来 说 拉 伸 应 力 比 弯曲 应 力 大 得 多 ,并且 
可 以 忽略 弯曲 应 力 ( 建 立 在 忽略 弯曲 应 力 基 础 上 的 壳 体 理论 , 称 为 过 体 的 薄膜 
理论 ). 

壳 的 拉 伸 能 可 用 遍及 壳 面 的 积分 计算 : 


h 
Fy = | UogO ogdf, (15.1) 


式 中 ww 是 相对 于 曲线 坐标 的 二 维 (a,B =1,2) 应 变 张 量 ,而 应 力 张 量 ces 与 ws 
的 关系 式 (13.2) 现 在 可 以 用 二 维 张 量 记号 写 为 
xoe = 了 -a — 0) ug + 06guyy]. (15.2) 


特别 需要 研究 的 情形 是 壳 承 受 横向 集中 力 的 作用 . 这 样 的 集中 力 可 以 来 自 
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支 座 的 固定 点 (或 线 ) 作用 在 壳 上 的 反作用 力 . 集中 力 使 壳 在 力 的 作用 点 周围 不 
大 的 区 域内 产生 弯曲 . 设 4 具有 力 了 作用 点 区 域 的 数量 级 (所 以 它 的 面积 与 
d? 同 数量 级 ). 因为 在 4 的 长 度 范围 内 , 找 度 : 的 改变 相当 大 , 故 单位 面积 上 的 
弯曲 能 的 数量 级 是 Ejat2/d ,而 在 数量 级 为 吧 的 面积 上 的 总 弯曲 能 的 量 级 为 
Ep/d?. 拉 伸 应 变 张 量 仍 为 ~ Lt/R, 而 由 集中 力 引 起 的 总 拉 伸 能 
~ Eh(t/R)?d?. 由 于 随 着 d 的 减 小 ,弯曲 能 增加 而 拉 伸 能 下 降 , 所 以 很 明显 在 确 
定 集中 力作 用 点 附近 的 形变 时 ,这 两 部 分 能 量 都 必须 考虑 . 弯曲 区 域 大 小 d 的 
数量 级 由 这 两 部 分 能 量 之 和 取 极 小 值 的 条 件 确定 ,于 是 

d ~ VhR, (15.3) 
此 时 ,能 量 的 数量 级 是 Bh*C?/R. 将 能 量 对 & 变 分 并 令 其 与 力 所作 的 功 相等 , 即 
求 出 挠 度 : ~fR/Eh?. 

但 是 如 果 作 用 在 壳 上 的 力 足够 大 , 则 壳 
就 会 出 现 塌陷 ,其 形状 发 生 相 当 大 的 改变 . 
在 这 种 特殊 情形 下 ,确定 形变 与 作用 载荷 的 
关系 需要 作 专 门 研究 0. 

设 具 有 保证 其 几何 上 为 刚性 的 固定 边 
界 的 凸 壳 受到 一 个 沿 表面 内 法 线 方向 的 较 | / 
大 集中 力 了 的 作用 . 为 简单 计 , 我 们 假设 这 是 | / 
半径 为 RR 的 球 壳 的 一 部 分 ,塌陷 部 分 是 个 球 / 








冠 , 它 近 似 于 初始 形状 的 镜面 反射 (图 9 表 [af 

示 壳 的 一 个 子午 截面 ). 现在 的 问题 是 确定 |/ 

挠 曲 尺寸 与 力 大 小 之 间 的 关系 . y 
弹性 能 的 主要 部 分 集中 在 塌陷 区 域 边 图 9 


缘 近 旁 的 使 壳 体 受到 较 大 弯曲 的 狭 条 内 (把 

它 称 为 弯曲 狭 条 ,用 d 表示 它 的 宽度 ). 我 们 估计 一 下 这 个 能 量 ,假设 挠 曲 部 分 
的 尺寸 (半径 )r << 尺 ,这 时 角 a <1( 见 图 9). 此 时 ,r=Rsina ~Ra, 而 挠 曲 深度 
且 =2R(1 -ceosa) ~ Roa". 用 z 表示 在 弯曲 狭 条 内 壳 上 各 点 的 位 移 . 和 前 面 所 做 
过 的 完全 一 样 ,我 们 得 到 单位 表面 面积 上 沿 着 子午 线 的 弯曲 能 和 沿 着 纬 线 的 拉 
伸 能 2 ,相应 的 数量 级 分 别 等 于 





了 

@ 本 文 下 面 令 述 的 结果 是 波 格 列 洛 夫 (A. B. Ioroperoa(1960) ) 取 得 的 .有 关 该 问题 更 精确 的 分 析 
以 及 其 它 类 似 的 问题 可 参见 他 的 著作 :Teopwa o6omoyek rp sakpyraqecKkHx ne 中 opManuax ( 超 临界 形变 
的 壳 体 理论 ). Mocksa:Hayxka ,1965 . 

@ 在 一 级 近似 下 沿 子午 线 的 曲率 不 影响 壳 体 弯曲 ,就 像 平板 的 柱 形 弯 曲 一 样 , 壳 体 弯曲 时 沿 子午 线 
没有 发 生 总 体 拉 伸 . 
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Ep Eht” 
Ns 
在 给 定 情况 下 ,从 几何 上 确定 位 移 ¢ 的 数量 级 : 在 宽度 4 上 的 子午 线 方向 改变 
了 一 个 角 ~a, 由 此 ,ft ~ ad ~ rd/R. 将 上 述 两 个 能 量 密度 乘 以 弯曲 狭 条 的 面积 
( ~rd) ,我 们 得 到 能 量 








Ehir’ Ehdir’ 

Rd R* ” 
由 它们 之 和 的 极 小 值 条 件 ,我 们 重新 求 出 弯曲 狭 条 宽度 d ~ (hR)”, 而 这 时 总 
弹性 能 ~ Er (h/R)” ,或 换 成 男 一 种 形式 2， 


ja 1? 
const * Eh 页， (15.4) 








在 进行 推导 时 我 们 已 经 假定 了 d <r, 因 此 ,公式 (15.4) 在 满足 下 面 的 条 件 时 是 
正确 的 : 
3 << 1. (15.5) 
塌陷 时 , 球 冠 的 外 层 变 为 内 层 并 相应 地 受到 压缩 ,而 内 层 变 为 外 层 并 受到 拉 伸 . 
相对 伸 长 (或 缩短 ) 为 ~ h/R. 所 以 ,与 它们 相关 联 的 塌陷 区 域 的 总 能 量 
~E(h/R)?hr’, 在 式 (15.5) 的 条 件 下 与 弯曲 狭 条 的 能 量 表达 式 (15.4) 相 比较 ， 
塌陷 区 域 的 总 能 量 确实 是 小 的 . | 
可 以 通过 使 /与 能 量 式 (15.4) 对 五 的 导数 相等 得 到 待 求 塌陷 深度 五 与 施 
加 力 f 之 间 的 关系 . 于 是 我 们 得 到 
Eh 
我 们 注意 到 这 一 依赖 关系 的 非 线性 特性 . 
最 后 ,假设 壳 的 (塌陷 ) 形 变 是 在 均匀 外 部 压强 p 的 作用 下 发 生 的 . 在 这 种 
情形 下 ,外 力 所 作 的 功 等 于 pAV, 其 中 AV ~ Hr? ~ FPR 是 塌陷 时 受 限 沉 体积 的 变 
化 . 令 总 自由 能 ( 亦 即 弹性 能 (15.4) 减 去 上 述 的 功 ) 对 五 的 导数 等 于 零 , 得 到 
hE’ 
- 
此 一 关系 的 特性 (在 p 减 小 时 , 互 增加) 表明 ,在 这 种 情形 下 ,塌陷 状态 是 不 稳定 
的 . 由 公式 (15.7) 确 定 的 五 值 对 应 于 在 给 定 p 下 的 不 稳定 平衡 : 具有 较 大 五 值 
的 塌陷 自发 地 增长 ,而 具有 较 小 五 值 的 塌陷 自发 地 减 小 (容易 验证 , 式 (15.7) 
所 对 应 的 是 总 自由 能 的 极 大 值 而 不 是 极 小 值 ). 外 载荷 存在 这 样 一 个 临界 值 p = 
p,, 超 过 这 个 临界 值 后 , 壳 形 状 发 生 任 何 一 点 小 变化 也 会 自发 增长 . 可 以 将 这 个 


(15.6) 


(15.7) 





@ 更 精确 的 计算 给 出 式 子 前 面 的 常 系数 值 为 :const =1.2(1 -o2) -3 
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临界 值 估 计 为 公式 (15.7) 给 出 五 ~h 时 的 p 值 : 
_ Eh’ 
及 
这 里 ,我 们 对 壳 的 理论 讲述 只 限于 上 述 简短 的 导论 和 在 本 节 后 面 习 题 中 讨论 的 
若干 简单 例子 . 





(15. 8 ) 


习 题 


1. 试 导 出 半径 为 尺 的 球 壳 对 称 形变 的 平衡 方程 , 设 对 称 轴 通 过 球 壳 中 心 . 
的 角 9,9 作为 党 面 上 的 二 维 坐标 . 

设 已 ,为 作用 于 壳 面 单位 面积 上 的 径 向 外 力 , 该 力 必须 与 作用 在 党 元 上 的 
切 向 应 力 的 径 向 合力 相抵 . 相应 的 条 件 记 为 : 


Bow + wm) =P, (1) 
此 方程 与 熟知 的 另 一 个 拉 普 拉 斯 方程 完全 类 似 ,这 个 拉 普 拉 斯 方程 是 用 来 确定 
与 分 界面 上 表面 张力 有 关 的 两 种 介质 间 压 强 差 的 . 

进而 , 设 0.(9) 是 在 9=const 的 纬 线 圆周 以 上 球 壳 部 分 上 作用 的 活 极 轴 (z 
轴 ) 方 向 的 等 效 总 外 力 . 该 力 必 须 与 作用 在 壳 面 同一 纬 线 圆 鹤 面 2mRhsinb 上 的 


应 力 在 z 轴 方向 的 投影 2mRhrusing 相抵 . 由 此 


2TRhrowsin2g = 0.(0). (2) 
由 方程 (1) 和 (2) 可 确定 应 力 分 布 ,然后 按 如 下 公式 得 到 应 变 张 量 : 
Ugg = 到 (aa 一 Cowr) ， Upp = (oo -00w), &ew = 0. (3) 
最 后 ,位 移 矢量 可 借助 于 下 面 的 方程 求 出 : 
lpg = Popo = 元 (wucotg + w,), (4) 


2. 试 确定 图 项 向 上 放置 的 半球 这 在 自重 影响 下 的 形变 , 设 图 顶 的 边缘 可 灌 
水 平 支 座 自由 移动 (图 10). 
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解 : 我 们 有 
P, =-pghcos0, 0Q, =-2mRzpgjh(1 - cos0) 

(@. 为 9=const 的 圆周 以 上 那 部 分 壳 的 总 重 ). 由 式 (1) 和 (2) 求 出 

Se DE = 

1+cos0” 1 + cosb 

按 式 (3) 计 算 w,。 和 uo, 然后 由 方程 (4) 计 算 wu。 和 uw,( 积 分 第 一 个 方程 时 出 现 的 
常数 ,要 用 0=T/2 时 vs =0 的 条 件 来 确定 ) ,结果 得 到 : 

RC 

E 1 + cosb 


Oo = Ce = Rp 一 cos 9) 


Le 


+ ln(1 + cos 0) ]sing， 
2 
_ Rpgs(l +0o) _2+0 
u, 万 [1 Ta Foes0 cos bln(1 + eos6)|. 


在 9=T/2 时 ,zu 给 出 支 座 的 水 平 位 移 值 . 
3. 试 确 定 边缘 固定 、 圆 顶 朝 下 放置 的 半球 这 的 形变 ;设计 内 装 满 液体 (图 
11) ,与 液体 的 重量 相 比 亮 体 自重 可 以 忽略 . 
解 ; 我 们 有 
P,= pogReos0, P, = 0， 
0, = 2nR’ I a 
. 2mR pog 
3 
(po 是 液体 密度 ). 其 次 ,用 公式 (1) 和 (2) 求 出 
_ Rpog (1 - cos’0) _ Rpog (-1+3c0s0 -2c0s’0) 





(1 - cos’0) 








Co 3 sin2g ” “” 3h sin’0 
对 于 位 移 ,得 : 
Ripg(l +o) . cos 6 
ws = 0 et In(1 + cos 0) | ， 
Ripog(l +0o) 3cos0 
= — pr | cosemn(l + cos0) -1 De ， 


在 9=T/2 时 ,wu 为 有 限 值 , 它 应 当 是 零 
但 没有 为 零 . 这 就 意味 着 ,在 壳 体 的 国 
定 边缘 附近 实际 上 发 生 了 使 所 得 解 不 
再 适用 的 大 弯曲 . 





4， 有 一 形 如 球 冠 的 壳 , 它 的 自由 边 入 有 
缘 支 放 在 固定 的 支 台 上 (图 12), 试 确 ~、、 20 AR 
定 在 自重 0 作用 下 壳 的 挠 度 ， <> 


解 : 主要 形变 发 生 在 外 翻 的 边缘 附 图 12 
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近 ( 图 12 上 的 虚线 ). 此 时 ,位 移 远 小 于 径 向 位 移 w,=L. 因为 随 着 离开 支撑 
线 的 程度 而 迅速 减 小 ,于 是 产生 的 形变 就 可 以 当 作 长 度 为 2mRsin a 的 长 平板 的 
形变 来 研究 , 此 一 形变 由 板 的 弯曲 形变 和 拉 伸 形变 相 加 而 成 . 板 上 每 一 点 的 相 
对 伸 长 等 于 EIR(R 是 亮 的 半径 ) ,因此 体积 拉 伸 能 为 EL'/2R’. 引入 距 支 撑 线 的 
距离 x 作为 自 变量 , 则 总 拉 伸 能 为 


.hE 
Fi = 2nRsina es| 她 dx， 


而 弯曲 能 为 





hE de 四 
Fn 三 mo = | 人 dx. 


将 和 FF =Fa+Eoa 对 (上 取 变 分 ,得 到 方程 
dt ,12(1 - 0) 
dx h’R? 
当 x 一 % 时 ,l 应 趋 近 于 零 ; 而 当 x=0 时 ,必须 满足 力矩 为 零 的 边界 条 件 2”=0， 
以 及 弯曲 时 党 面 的 法 向 力 与 相应 的 重力 分 量 相等 的 条 件 





z = 0. 


2TRsin a 站 Qeos Q. 


满足 上 述 这 些 条 件 的 解 为 
¢ = Ae “cosxx, 
式 中 
0 
党 的 挠 度 为 
d = ¢(0)cosa = 4cosa. 
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现在 我 们 来 研究 细 杆 的 形变 . 这 种 情形 与 前 面 所 研究 过 的 各 种 问题 的 不 同 
之 处 在 于 : 即使 应 变 很 小 ( 即 应 变 张 量 ws 很 小 ) ,位 移 矢 量 w 也 可 能 很 大 ?. 璧 
如 , 细 长 杆 在 小 弯曲 时 ,尽管 杆 内 相 邻 点 的 相对 位 移 很 小 ,但 杆 的 两 端 却 能 在 空 
间 上 有 相当 大 的 移动 . 

杆 的 个 别 部 分 能 够 作 较 大 位 移 的 形变 有 两 种 类 型 : 其 一 是 杆 的 弯曲 ,其 二 
是 杆 的 扭转 . 我 们 首先 研究 第 二 种 情形 . 

扭转 形变 指 的 是 这 样 的 形变 , 即 形变 时 杆 依然 是 直 杆 ,但 是 杆 的 每 一 层 横 


@ 只 有 不 改变 杆 形状 的 简单 拉 伸 是 个 例外 , 即 在 小 的 拉 伸 时 ,除了 张 量 wi 总 是 小 量 外 ,矢量 wu 同 
样 也 是 小 量 . 
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截面 相对 于 位 于 其 下 的 横 截面 转动 了 某 个 角度 . 如 果 杆 很 长 , 则 在 小 扭转 时 相 
隔 足 够 远 的 两 个 截面 彼此 之 间 也 能 够 转 过 大 的 角度 . 杆 侧 表面 上 的 母线 形变 前 
与 杆 轴 平行 ,在 扭转 时 变 成 了 螺旋 线 的 形状 . 
我 们 来 研究 任意 截面 的 细 直 杜 . 取 坐 标 系 使 z 轴 沿 着 杆 轴 ,坐标 原点 可 以 取 
在 杆 内 的 任何 一 点 . 引入 扭转 角 7 作为 杆 在 单位 长 度 上 的 旋转 角 . 这 就 是 说 ,处 
于 距离 为 dz 的 两 个 无 限 接近 的 横 截 面 ,彼此 的 相对 旋转 角 为 dp =rdz (于 是 7 
= dp/dz). 我 们 假设 扭转 形变 本 身 很 小 , 亦 即 杆 上 相 邻 部 分 的 相对 位 移 很 小 . 实 
现 这 一 点 的 条 件 是 : 当 两 个 横 截面 沿 杆 长 方向 的 距离 与 杆 的 模 截 面 尺 寸 R 数 量 
级 相同 时 ,它们 之 间 的 相对 旋转 角 很 小 , 亦 即 
TR<1. (16.1) 
现在 我 们 来 考察 杆 在 坐标 原点 附近 不 长 的 一 段 并 确定 其 中 各 点 的 位 移 && 
选取 在 坐标 平面 xy 上 的 横 截 面 作为 没有 位 移 的 面 . 众所周知 ,在 径 和 撩 7 旋转 一 
个 小 角 59 时 ,其 端点 的 位 移 由 如 下 公式 确定 : 
Sr = 3p2 xr (16.2) 
式 中 8p 是 一 矢量 ,其 绝对 值 等 于 旋转 角 ,方向 与 旋转 轴 相 同 , 现在 的 情形 是 绕 z 
轴 旋 转 ,并 且 坐 标 为 z 的 那些 点 相对 于 坐标 平面 xy 的 旋转 角 等 于 rz( 在 坐标 原 
点 附近 的 区 域内 , 角 r 可 以 视 为 常量 ). 现在 ,由 公式 (16.2) 给 出 位 移 矢 量 的 分 
量 wu : 
LU。 = 一 TZ2Y ， U, = T2%. (16.3) 
一 般 来 说 扭转 时 杆 上 的 点 也 产生 沿 着 z 轴 的 位 移 . 因为 + =0 时 不 存在 这 种 
位 移 ,所 以 在 小 的 > 时 ,可 以 认为 沿 z 轴 的 位 移 与 r 成 正比 . 于 是 
u, = TY (x,Y), (16.4) 
式 中 (x,y) 是 x 和 y 的 函数 , 称 为 扭转 函数 . 因而 由 公式 (16.3) 和 (16.4) 描 述 
的 形变 是 这 样 的 形变 , 即 杆 的 每 一 个 模 截面 在 绕 z 轴 旋 转 的 同时 ,还 发 生 了 起 
曲 , 而 不 再 保持 是 平面 . 必须 指出 , 按 一 定 方式 在 xy 平面 选择 了 坐标 原点 ,就 相 
当 于 把 杆 截 面 上 的 一 个 确定 点 “固定 ” 住 了 ,所 以 它 就 不 能 在 这 个 平面 内 移动 
(但 是 ,可 以 沿 着 z 轴 移 动 ). 自然 ,改变 坐标 原点 的 选择 不 会 影响 扭转 形变 本 
身 , 而 只 是 引起 了 一 个 无 关 重 要 的 整体 位 移 . 
知道 了 z 之 后 就 可 以 求 出 应 变 张 量 的 分 量 . 因为 在 所 研究 的 区 域内 很 
小 ,所 以 可 以 利用 公式 


最 后 得 到 : 
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w= 也 (总 -y)， we = +) (16.5) 


我 们 注意 到 zw = 0 , 换 句 话说 ,扭转 并 不 伴随 体积 的 改变 , 亦 即 扭转 是 纯 剪 切 
形变 . 
0 
Ow = Oy = = IC。 = 0,， 
四 四 ee, 瑟 9 

0 = Qu = pr( 号 党 2u,, wr + z] (16.6) 
(这 里 利用 剪 切 模 量 来 代 苦 和 or 比较 方便 ). 因为 只 有 o,, 和 cx 不 为 零 ,所 
以 一 般 平衡 方程 90 /6x; =0 现在 归结 为 方程 


00,, 00y 


十 = 0. (16， 7) 
将 式 (16.6) 代 入 上 式 , 我 们 得 到 扭转 函数 应 该 满足 的 方程 ; 
Ay = 0， (16. 8) 


式 中 A 是 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 . 
”但 是 ,更 为 方便 的 是 引进 另 一 个 辅助 函数 x(x,Y) ,其 定义 由 以 下 等 式 给 出 
Ge 2pr 兴 ， 0, = (16.9) 
在 杆 截面 的 周 线 上 这 个 函数 满足 更 方便 的 边界 条 件 ( 详 见 后 述 ). 比较 式 (16.9) 
和 (16.6) ,得 到 
ys 
0y” 67y 
将 第 一 个 等 式 对 y ee % 求 导数 ,然后 相 减 , 即 得 到 关于 函数 
XxX 的 方程 : 


-x-2 六 (16. 10) 
oO% 


AxX = - 1. (16. 11) 
为 了 确定 杆 表 面 的 边界 条 件 , 我 们 注意 到 ,因为 杆 很 细 , 故 作用 于 其 侧 表面 
的 外 力 远 小 于 杆 内 发 生 的 内 应 力 ,因而 在 求 边界 条 件 时 可 以 令 外 力 等 于 零 . 这 
与 我 们 在 研究 薄板 弯曲 时 的 情形 完全 类 似 . 这 样 一 来 ,在 杆 的 侧 表面 上 应 有 
can; =0. 由 于 z 轴 方向 与 杆 轴 一 致 ,所 以 法 向 矢量 n 只 有 分 量 n,,n,. 因而 这 个 
等 式 归结 为 如 下 条 件 : 
Onn + Iony = 0. 
将 式 (16.9) 代 人 上 式 ,得 到 
a - 克 = 0, 
Oy ” 0x 
但 是 , 杆 的 截 平面 边界 线 之 法 向 矢量 的 分 量 为 
dy _ dx 


n, = nn 


dil” 7 di? 
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式 中 x,y 是 边界 点 的 坐标 ,di 为 弧 元 . 于 是 我 们 得 到 
Nx + Wdy = dy = 
Ba + Ee =dx = 0， 


由 此 X = const, 亦 即 在 截面 的 边界 上 X 是 常数 . 因为 在 式 (16.9) 的 定义 中 只 引入 
了 函数 x 的 导数 ,显然 对 于 这 个 函数 可 以 附加 任意 常数 . 因而 ,如 果 截 面 的 边界 
是 单 连通 的 ,不 失 一 般 性 ,可 以 令 
X=0 (16. 12) 

作为 方程 (16. 11) 的 边界 条 件 ?. 

对 于 多 连通 的 边界 ,在 构成 截面 边界 的 每 一 
条 闭合 曲线 上 ,x 具有 不 同 的 常数 值 . 因此 ,只 能 在 
其 中 的 一 条 边界 曲线 上 ,例如 在 外 边 的 边界 (图 13 
上 的 Cu) 上 , 令 x 等 于 零 . 在 其 它 的 边界 上 ,x 的 值 
由 作为 坐标 函数 的 位 移 w, = 还 (xy) 的 单 值 性 条 
- 件 来 确定 . 正 因为 扭转 函数 水 (*,7) 的 单 值 性 ,其 
微分 dy 在 闭路 周 线 上 的 积分 必须 等 于 零 . 因此 ， 
借助 于 关系 式 (16. 10) ,我 们 有 


fr fn) = 


= -2( Yay 一 ds) - 人 ay -ydx) = 0， 





或 
二 9 下 (16. 13) 
式 中 ex/sna 是 函数 x 沿边 界外 法 线 方向 的 导数 ,而 $ 为 该 边界 线 所 包围 的 面积 . 
将 式 (16. 13 ) 应 用 于 每 一 个 闭合 曲线 C, ,C: ,… ,我 们 即 得 到 待 求 的 条 件 . 
我 们 现在 来 确定 受 扭转 杆 的 自由 能 . 体积 自由 能 等 于 


Oi Ui 


F = 

将 式 (16.9) 代 入, 得 
全 2[ /oxy g 2 2 
F = 2ur7 [| + (3 |= 2U7 (VX) ， 

式 中 符号 V 表 示 二 维 梯度 . 单位 长 度 杆 的 扭转 能 ,可 由 上 式 遍 及 横 截面 面积 的 积 


1 2 2 
= Gls + Il = Io + oy,). 





@ 用 方程 (16. 11) 和 边界 条 件 (16. 12) 确 定 扭转 形变 的 问题 与 用 方程 (14.9) 确 定 均 匀 荷 载 下 平面 
薄膜 的 弯曲 形状 问题 在 形式 上 是 相同 的 . 

指出 这 一 问题 的 流体 力学 类 比 不 无 神 益 : 黏 性 流体 在 管 截面 的 速度 分 布 v(x,y) 是 由 形 如 (16. 11) 的 
方程 确定 的 ,在 静止 管 壁 上 "=0 则 相当 于 边界 条 件 (16. 12) (参看 本 教程 第 六 卷 8$ 17). 
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分 求 出 ,结果 等 于 Cr /2 ,其 中 系数 C 为 
C = 4 (VX)°d, 
我 们 将 C 称 为 杆 的 扭转 刚度 . 杆 的 总 弹性 能 等 于 沿 其 长 度 的 积 
及 =| Cr dz. (16. 14) 
写 出 


(VX)” = V: (XVx) -xAx =V' (x VX) +x, 
并 将 第 一 项 的 积分 变换 为 沿 杆 截面 的 周 线 积分 , 则 得 到 


C = 4u fx dl + 4 [xdf (16. 15) 
如 果 截 面 的 边界 是 单 连 通 的 , 则 边界 条 件 XY =0 使 第 一 项 为 零 , 上 式 变 为 
C = hu | xdxdy. (16. 16) 


对 于 多 连通 的 边界 ( 见 图 13) ,在 外 边 的 边界 C。 上 置 x =0, 并 通过 xX; 表示 内 部 
边界 C, 上 X 的 常数 值 , 借 助 于 式 (16. 13) 我 们 得 到 
C = 4 5 xiSi + 4u| xdxdy (16. 17) 
(应 当 记 住 式 (16. 15) 中 的 第 一 项 积分 在 边界 C。 上 按 正 何 积 分 ,而 在 边界 C, 上 
按 反 向 积分 ). 
现在 我 们 研究 扭转 中 最 通常 的 情形 , 亦 即 杆 的 一 端 固定 不 动 而 外 力 仅 作用 
于 另 一 端 表 面 的 情形 ,这 些 外 力 只 使 杆 产 生 扭转 ,而 没有 任何 其 它 的 形变 (例如 
弯曲 形变 ). 换 句 话说 ,它们 组 成 了 某 个 环绕 固定 杆 杆 轴 的 力 偶 ,该 力 偶 矩 用 M 
表示 . 
自然 会 预料 到 ,在 这 种 情形 下 ,单位 长 度 杆 长 上 的 扭转 角 r 为 常数 . 例如 ， 
从 平衡 时 杆 的 总 自由 能 为 极 小 值 的 条 件 即 可 证 实 这 一 点 .形变 杆 的 总 能 量 等 于 
Fa + UU, 其 中 上 为 由 外 力作 用 引起 的 势能 . 将 r = dpydz 代入 式 (16. 14) ,并 对 
角度 p 取 变 分 , 求 得 
s 去 | cf dp) dz + 8U = | C 怨 号 2dz + 30 -= 0， 
或 者 进行 分 部 积分 ,得 
-| C Fapd + 8U + Crsp = 0. 


上 式 左 端 的 最 后 一 项 是 在 积分 上 下 限 处 ( 即 杆 的 两 端面 处 ) 的 差 值 . 杆 的 一 端 ， 
比如 说 下 端 固定 ,因而 在 那里 gp =0. 至 于 说 到 势能 的 变 分 87 ,将 它 取 相反 符号 
后 便 是 外 力 转 过 角 se 时 作 的 功 . 由 力学 已 知 ,旋转 时 力 偶 所 作 的 功 等 于 旋转 角 
与 力 偶 矩 之 积 M59. 因为 没有 任何 其 它 的 外 力 , 所 以 8U = - M859, 于 是 我 们 得 


.72 . 第 二 章 “” 杆 和 板 的 平衡 
到 
[capdz + sp(- M+ Cr) = 0. (16. 18) 


上 式 左 端 第 二 项 的 取 值 为 在 积分 上 限 处 的 值 . 在 对 dz 的 积分 中 , 变 分 sp 是 任 
意 的 ,因而 必须 使 Cdr/dz =0, 亦 即 
T = const. (16. 19) 
于 是 , 沿 着 杆 的 整个 长 度 , 单 位 长 度 上 的 扭转 角 是 一 常 值 . 所 以 上 端面 相对 于 下 
端面 的 总 旋转 角 等 于 扭转 角 r 与 杆 长 ! 之 积 7 
方程 (16. 18 ) 中 的 第 二 项 也 必须 等 于 零 ,由 此 得 到 恒定 扭转 角 的 表达 式 ， 


7 = 二 . (16. 20) 


习 题 


1. 试 确定 半径 为 民 的 圆 截 面 杆 的 扭转 刚度 . 

解 : 习题 1 一 4 的 解 形式 上 与 黏 性 流体 沿 同 样 截面 的 管内 运动 问题 的 解 是 
一 样 的 (参见 本 节 最 后 一 个 脚注 ). 流体 通过 管 截面 的 流量 0 对 应 这 里 的 C. 

对 于 圆 截面 杆 ( 坐标 原点 在 截面 中 心 ) 我 们 有 


x 忆 I(R Sp -7y). 
扭转 刚度 


_ muR’ 
C = 一 5 


对 于 函数 消 ,由 式 (16. 10) 得 峭 = const 但 根据 式 (16.4) ,常数 纺 相 当 于 杆 整 体 
沾 z 轴 的 简单 位 移 ,因此 可 以 认为 由 =0. 所 以 国 杆 的 模 截面 在 扭转 时 仍然 保持 
为 平面 . 

2. 同 习题 1, 但 截面 改 为 椭圆 ( 半 轴 为 a 和 5). 


解 : 扭转 刚度 
oO 
DT 
纵向 位 移 分 布 由 扭转 函数 给 出 如 下 : 
boa’ 
Oe 
(坐标 轴 沿 椭圆 轴 方 向 ). 


3. 同 习 题 1 ,但 截面 改 为 等 边 三 角形 ( 边 长 为 a). 
解 : 扭转 刚度 


817 杆 的 弯曲 。 73 ， 





C = B30 


80*° 
捏 转 函 数 
风 = ay(zA + 7) (sy3 ~ 7). 


此 时 ,坐标 原点 选 在 三 角形 的 中 心 ,而 x 轴 与 三 角形 中 的 一 个 高 重合 . 
4. 同 习题 1, 但 杆 改 为 一 长 条 形 薄 板 ( 宽 为 d, 厚 为 h, 且 h <<d). 
解 : 这 一 问题 相当 于 夭 性 流体 在 两 个 平行 壁 板 之 间 的 流动 问题 . 结果 : 


dh’ 
C = Ee. 
3 


5. 同 习 题 1, 但 杆 改 为 一 圆 管 ( 内 外 半径 分 别 为 R 和 R,). 
解 : 在 极 坐 标 中 , 涵 数 


X = 于 ( 民 -六 ) 
在 圆 管 截面 的 内 外 边界 上 满足 条 件 (16. 13). 根据 公式 (16.17) , 求 出 
= Fu(R - R!). 


6， 同 习题 1 ,但 杆 改 为 任意 截面 的 薄 壁 管 ， 

解 : 由 于 管 壁 薄 , 可 以 认为 沿 着 壁 厚 及 ,函数 XX 按 线性 规律 yY =X1Y/h(y 为 洛 
壁 厚 的 坐标 ) 从 一 侧 的 零 变 到 另 一 侧 的 1. 于 是 ,由 条 件 (16.13) 给 出 XL/h=5， 
其 中 工 是 管 截 面 边 界线 的 长 度 ,而 8 是 边界 线 包 国 的 面积 . 在 表达 式 (16. 17) 
中 ,第 二 项 远 小 于 第 一 项 ,于 是 我 们 得 到 
车 把 管 洛 它 的 一 条 母线 纵向 前 开 , 则 捏 转 刚 度 急剧 下 降 , 变 为 (根据 习题 4 的 结 
果 )C =HALj /3. 


8$17 杆 的 弯曲 


在 弯曲 的 杆 内 ,一些 地 方 受 拉 伸 ,另外 一 些 地方 受 压缩 . 在 弯曲 杆 凸 起 的 一 
侧线 条 拉 长 了 ,而 在 内 凹 的 一 侧线 条 缩短 了 , 如 同 薄板 的 情形 一 样 , 在 杆 的 内 部 
沿 着 杆 长 存在 一 个 其 上 既 不 发 生 拉 伟 也 不 发 生 压 缩 的 “中 性 面 ”, 它 把 压缩 区 域 
和 拉 伸 区 域 分 开 . 

我 们 先 从 研究 一 小 段 杆 的 弯曲 形变 开始 ,可 以 认为 它 是 小 弯曲 . 这 里 我 们 
将 小 弯曲 理解 为 不 仅 应 变 张 量 是 小 量 ,而 且 杆 上 各 点 位 移 的 绝对 值 也 是 小 量 . 
我 们 这 样 选择 坐标 系 , 令 坐标 原点 位 于 所 研究 那 段 杆 的 中 性 面 上 ,z 轴 平 行 于 
(未 形变 的 ) 杆 轴 ; 设 弯曲 发 生 在 zx 平面 内 . 杆 发 生 小 弯曲 时 可 认为 弯曲 仅 发 生 
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在 一 个 平面 内 ,这 与 微分 几何 中 的 一 个 熟知 的 事实 有 关 , 即 弱 弯 曲 曲线 对 于 平 
面 的 偏离 ( 称 为 曲线 的 挠 率 ) 与 该 曲线 的 曲率 相 比 是 高 阶 小 量 , 

与 板 弯 曲 和 杆 扭转 的 情形 类 似 ,在 细 杆 弯曲 时 ,作用 在 杆 侧 表面 上 的 外 力 
与 发 生 在 杆 内 部 的 应 力 相 比 是 个 小 量 , 故 在 确定 边界 条 件 时 ,可 以 认为 这 个 侧 
表面 上 的 外 力 等 于 零 . 于 是 ,在 杆 的 全 部 侧 表 面 有 oan; =0, 又 因为 n, =0, 所 以 

Cuns + ony = 0， 

令 i=y,z 同样 可 得 出 两 个 等 式 . 在 杆 的 横 截面 的 边界 线 上 选择 这 样 的 点 ,该 点 
的 法 向 矢量 n 平行 于 % 轴 . 边界 线 上 相对 边 的 某 处 必 也 存在 另 一 个 这 样 的 点 . 
在 这 两 个 点 上 , 因 mw =0, 故 由 前 面 写 出 的 等 式 得 o,, =0. 但 因 假设 杆 本 身 很 细 ， 
如 果 在 截面 的 两 边 上 o,, 为 零 , 则 它 沿 整个 截面 也 是 小 量 ,所 以 可 以 在 整个 杆 中 
设 o,, =0. 类 似 分 析 方 式 使 我 们 确信 ,应力 张 量 的 所 有 分 量 除 了 o, 外 全 都 等 于 
零 . 换 名 话说 ,在 细 杆 弯曲 时 ,内 应 力 张 量 的 分 量 中 只 有 拉 伸 (或 压缩 ) 的 分 量 是 
大 量 . 只 有 应 力 张 量 分 量 rz- 不 为 零 的 形变 不 是 别 的 , 正 是 单纯 拉 伸 或 单纯 压缩 
的 形变 ( 8$5). 这 样 一 来 ,在 弯曲 杆 的 每 一 个 体 元 内 发 生 的 形变 都 是 单纯 拉 伸 
(或 压缩 ). 当然 ,在 杆 的 每 一 个 横 截面 内 的 不 同 点 上 , 拉 伸 量 本 身 的 大 小 并 不 一 
样 , 因 此 整个 杆 会 发 生 弯曲 . 

不 难 确定 杆 内 每 一 点 的 相对 伸 长 量 . 我 们 考虑 坐标 原点 附近 平行 于 杆 轴 方 
向 的 任 一 长 度 元 dz. 当 杆 弯曲 时 ,dz 的 长 度 有 所 改变 , 设 它 等 于 dz', 只 有 位 于 中 
性 面 内 的 长 度 元 保持 不 变 . 设 R 为 坐标 原点 附近 中 性 面 的 曲率 半径 . 长 度 元 dz 
和 dz' 的 长 度 , 可 以 看 作 是 半径 分 别 为 丸和 尺 +x 的 圆周 的 弧 元 的 长 度 , 其 中 x 
是 长 度 元 dz' 所 在 点 的 * 坐标 值 . 因此 


和 = (1 + 三 jdz， 
于 是 ,相对 伸 长 等 于 
dz' — dz % 
dz R 
另 一 方面 ,长 度 元 dz 的 相对 伸 长 等 于 应 变 张 量 的 分 量 u. 因此 
wu = 之 . (17.1) 


现在 ,我 们 可 以 直接 利用 简单 拉 伸 时 的 关系 式 o,, = Eu, 写 出 o,, 故 


o。= 六 及 (17.2) 

至 此 ,弯曲 杆 中 性 面 的 位 置 尚未 确定 . 它 可 以 由 所 研究 的 形变 必须 是 既 无 

总 的 拉 伸 也 无 总 的 压缩 的 纯 弯 曲 条 件 确定 . 因此 ,作用 于 杆 模 截面 的 内 应 力 之 
合力 必须 等 于 零 , 也 就 是 遍及 横 截 面 面 积 取 的 积分 
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| -dy 
必须 等 于 零 . 因此 ,用 o, 的 表达 式 (17.2) ,得 出 条 件 : 
«af =0. (17.3) 
另 一 方面 ,可 以 引入 杆 截面 惯性 中 心 ( 亦 即 同一 形状 的 均匀 平板 的 惯性 中 
心 ) 的 概念 . 惯性 中 心 的 坐标 为 : 
[zaf | 性 
应 万 
这 样 一 来 ,条 件 (17.3) 就 表示 :在 原点 位 于 中 性 面 的 坐标 系 中 , 杆 截面 惯性 中 心 
的 x 坐标 等 于 零 . 换 句 话说 ,中 性 面 通过 杆 横 截面 的 惯性 中 心 . 
应 变 张 量 的 分 量 除了 wu 不 等 于 零 外 ,还 有 两 个 分 量 也 不 等 于 零 , 因 为 简单 
拉 伸 时 有 ww, =w,, = - ou. 知道 了 应 变 张 量 ,就 不 难 求 出 位 移 . 我 们 写 出 


oz 及 ” ox 0y RR’ 
和 
0z O% 97 9X 0z 9y 
积分 这 组 方程 可 得 位 移 矢 量 分 量 的 如 下 表达 式 : 
4 = 一头 [2 +o(w 7)]， 用人 wu = 页 (17.4) 


式 中 已 置 积分 常数 等 于 零 ; 这 就 是 说 ,我 们 把 坐标 原点 在 空间 固定 下 来 了 . 
由 公式 (17.4) 可 见 ,位 于 横 截 面 z= const =z 上 的 点 ,弯曲 后 都 处 在 下 式 给 
出 的 面 上 : 


Z=%0+u, = (1 + 至) 


我 们 看 到 ,在 所 考虑 的 近似 程度 内 ,守旧 后 的 入 面 仍然 保持 为 平面 ,只 是 相对 于 
原来 的 初始 位 置 施 转 了 菜 个 角度 ,但 截面 
的 形状 已 经 改变 ,比如 矩形 ( 设 边 长 为 a。 和 
2) 截面 杆 ,截面 边界 的 两 个 侧 边 (y = + 5b/ 
2 ) 在 夸 曲 后 的 位 置 分 别 是 ; 

7 =+ 上 于 + = 去 (1- 吧 )， 
亦 即 它们 有 所 倾斜 ,但 仍然 是 直线 . 而 边界 
的 上 下 边 (x = + o/2 ) 却 寄 成 了 抛物 线 ( 图 
14): 
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We 
杆 的 体积 自由 能 为 
Cala -Cate _ Ex 
2 2 2R… 
将 其 沿 整 个 横 截面 积分 ,得 
x df, (17.5) 


2R’ 
此 式 即 是 单位 长 度 弯曲 杆 的 自由 能 . 式 中 的 曲率 半径 尺 是 中 性 面 的 曲率 半径 . 
但 由 于 杆 细 长 ,在 同样 的 精度 下 ,这 里 可 以 把 弯曲 杆 本 身 看 作 是 一 条 没有 粗细 
的 曲线 (通常 称 为 弹性 曲线 ) ,并 直接 认为 R 就 是 弹性 曲线 的 曲率 半径 . 
在 表达 式 (17.5) 中 ,引入 杆 的 横 截 面 惯 性 矩 的 概念 是 比较 方便 的 . 定义 截 
面 所 在 平面 上 关于 y 轴 的 截面 惯性 矩 为 积分 


1, = {2df (17.6) 
这 个 概念 与 转动 惯量 类 似 ,二 者 的 区 别 仅 在 于 这 里 用 面 元 df 代替 了 质量 元 . 于 
是 单位 长 度 杆 的 自由 能 可 以 写 为 
E 
a 
2R 
现在 我 们 再 来 确定 作用 在 杆 的 给 定 截面 上 的 内 应 力 之 力矩 (该 力矩 称 为 弯 
矩 ). 作用 于 截面 面 元 df 上 的 力 为 o.df = 家 Edf, 方 向 沿 z 轴 . 它 关 于 y 轴 的 矩 为 
xxr。df 因此 ,关于 y 轴 的 总 力矩 为 
Er 2， EL 
M, = 多 (17. 8) 


故 弹性 曲线 的 曲率 1/R 与 作用 于 所 在 截面 上 的 弯 矩 成 正比 . 
惯性 矩 二 与 y 轴 在 截 平面 上 的 方向 有 关 . 比较 方便 的 办 法 是 像 在 力学 中 通 
常 所 作 的 那样 ,用 两 个 所 谓 的 主 惯 性 矩 来 表示 石 . 如 果 6 角 是 y 轴 与 杆 截面 的 一 
个 主 惯性 轴 的 夹 角 , 则 如 所 周知 ， 
1, = necos 9 + Psin 0， (17.9) 
式 中 工 , 了 ,是 主 惯性 矩 . 通过 z 轴 和 杆 截 面 主 惯性 轴 的 平面 称 为 弯曲 的 主 平面 . 
例如 ,如 果 杆 截面 是 边 长 分 别 为 a 和 56 的 矩形 截面 , 则 它 的 惯性 中 心 位 于 
和 矩形 的 中 心 ,而 主 惯性 轴 平 行 于 和 矩形 的 两 个 边 . 主 惯性 矩 分 别 为 
a'b 、 ab’ 
Mr (17. 10) 
车 截面 是 半径 为 R 的 圆 , 则 惯性 中 心 位 于 圆心 ,而 主 惯性 轴 的 方向 是 任意 的 . 绕 


(17.7) 
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截 平面 上 通过 圆心 的 任何 轴 的 惯性 矩 都 等 于 
TR 
二 





T= (17. 11) 
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上 一 节 我 们 只 研究 了 沿 着 弯曲 杆 长 度 方向 上 不 大 的 一 段 . 现在 转 而 研究 整 
个 杆 的 形变 ,我 们 必须 首先 选择 适当 方式 来 描述 这 种 形变 . 实际 上 , 当 杆 经 受 大 
拨 度 弯曲 时 9 ,一 般 来 说 , 它 在 弯曲 的 同时 ,还 会 产生 某 种 扭转 形变 ,所 以 最 终 的 
形变 是 由 纯 棱 曲 和 纯 扭转 合成 的 形变 . 

采取 下 述 方式 描述 形变 较为 方便 . 把 整个 杆 划 分 为 一 系列 无 限 小 的 单元 ， 
每 一 个 单元 都 是 从 杆 的 两 个 无 限 接近 的 横 截 面 切取 下 来 的 ,在 每 一 个 这 样 的 单 
元 中 引入 专用 的 坐标 系 &,m,b ,适当 选择 坐标 轴 方向 ,使 未 形变 杆 中 的 这 些 坐 标 
系 都 彼此 平行 ,并 且 所 有 轴 都 与 杆 轴 平行 . 杆 弯曲 时 每 一 个 单元 的 坐标 系 都 
将 发 生 转 动 ,并 且 ,一 般 来 说 ,不 同 的 单元 转动 的 情况 也 不 一 样 . 每 两 个 无 限 邻 
近 的 坐标 系 形变 时 都 相对 转动 了 一 个 无 限 小 的 角度 . 

设 dp 是 沿 杆 长 相距 为 di 的 两 个 坐标 系 相 对 旋转 的 角 矢 量 ( 众 所 周知 ,无 
限 小 的 旋转 角 可 以 看 作 是 沿 着 旋转 轴 方 向 的 一 个 矢量 , 它 的 三 个 分 量 是 绕 着 每 
个 坐标 轴 的 旋转 角 ). 为 了 描述 形变 ,我 们 引入 矢量 


a 
2= 池 (18.1) 


来 确定 坐标 轴 沿 着 杆 长 的 旋转 “速度 ”. 如 果 形 变 是 纯 扭 转 , 则 这 些 依次 旋转 的 
坐标 系 只 发 生 绕 杆 轴 即 绕 上 轴 的 旋转 . 因而 ,在 这 种 情形 下 ,矢量 02 的 方向 与 杆 
轴 同 向 , 它 不 是 别 的 , 正 是 我 们 在 8$ 16 已 经 用 过 的 扭转 角 7. 与 此 相应 ,在 任意 
形变 的 一 般 情形 中 ,矢量 02 的 分 量 02, 可 称 为 扭转 角 . 而 当 杆 在 某 一 平面 内 作 纯 
弯曲 时 ,矢量 2 没有 分 量 02, , 亦 即 每 一 点 的 矢量 2 全 都 处 于 妃 平面 内 . 如 果 这 
时 将 发 生 弯 曲 的 平面 选 作 北面, 则 每 一 点 都 将 产生 环绕 5 轴 的 旋转 , 亦 即 2 的 
方向 与 了 轴 的 方向 相同 . 
直接 把 杆 当 作 弹 性 曲线 ,我 们 引入 单位 矢量 ,其 方向 与 杆 相 切 . 导数 dt/dl 

称 为 曲线 的 曲率 矢量 , 它 的 绝对 值 等 于 1/R(R 为 曲率 半径 名 ) , 它 的 方向 称 为 曲 
线 的 主 法 线 方向 . 在 无 限 小 旋转 时 ,矢量 的 改变 等 于 旋转 角 矢量 与 单位 矢量 的 
矢量 积 . 因此 ,弹性 曲线 上 无 限 邻 近 两 点 的 矢量 上 之 差 可 以 写 为 : 

@ 我 们 提请 读者 注意 ,这 里 的 大 拨 度 读 曲 指 的 是 这 样 的 形变 ,即位 移 矢 量 不 是 小 量 ,而 应 变 张 量 
和 以 前 一 样 仍 是 小 量 . 

@ ”请 读者 注意 ,任何 一 条 空间 曲线 都 是 由 曲线 上 每 一 点 的 曲率 和 拨 率 来 描述 的 . 这 个 找 率 (我 们 以 


后 不 使 用 ) 不 应 与 我 们 这 里 称 为 扭转 形变 的 扭转 相 混 淆 ,后 者 是 绕 杆 轴 的 转动 . (俄语 中 “ 搁 率 ”和 “ 扭 
转 ” 用 的 是 同一 个 词 “kpysenne”. 译 者 注 ) 
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dt = dp xi, 
除 以 dl 后 ,得 : 


dt 
dl = (2 xXL (18.2) 


再 用 上 矢量 乘 等 式 两 边 ,得 
Q =tx$ + 0). (18.3) 


每 一 点 切 矢 量 的 方向 都 与 该 点 的 轴 方 向 相同 ,所 以 上 02=02,. 引入 单位 主 法 
矢量 n (dt/di=n/R) ,于 是 , 式 (18.3) 可 以 写 为 
0 = Kt x n+ tn (18.4) 

右 端 第 一 项 是 具有 两 个 分 量 02,,02, 的 矢量 . 众所周知 ,单位 矢量 上 xz 称 为 次 法 
线 单位 矢量 . 因而 ,分量 0,,02, 所 组 成 的 矢量 指向 杆 的 次 法 线 方向 ,其 大 小 等 于 
曲率 17R. 

在 以 上 述 方式 引入 描述 形变 的 矢量 Q2 并 揭示 其 性 质 后 ,我 们 就 可 以 导出 弯 
曲 杆 的 弹性 自由 能 表达 式 . 单位 长 度 杆 的 弹性 能 是 应 变 的 二 次 函数 ,现在 的 情 
形 下 , 即 是 矢量 2 分 量 的 二 次 函数 . 不 难看 出 ,在 这 个 二 次 型 中 应 该 没有 与 
02.02, 或 2,0, 成 比例 的 项 . 实际 上 ,由 于 整个 杆 沿 长 度 是 均匀 的 , 故 所 有 的 量 ， 
特别 是 能 量 在 改变 上 坐标 的 正方 向 ( 即 用 -《 代 换 《) 时 不 应 有 变化 ,但 在 作 这 
种 代 换 时 ,上 述 两 个 乘积 却 变 了 号 ， 

至 于 含 平方 2; 的 项 , 则 应 记 住 当 02. = 2, =0 时 涉及 的 是 纯 扭转 ,这 时 的 能 
量 表达 式 与 在 $16 中 得 到 的 表达 式 应 该 是 一 致 的 . 如 此 一 来 ,自由 能 的 相应 项 
具有 如 下 形式 : 


本 人 
最 后 ,根据 表达 式 (17.7) 可 以 用 0Q,,02, 的 平方 项 写 出 小 弯曲 时 不 长 一 段 杆 
的 自由 能 . 我 们 假设 杆 只 受到 小 弯曲 . 将 弯曲 平面 选 作 此 平面 ,以 使 得 分 量 0 
为 零 ,同时 在 小 弯曲 时 也 不 存在 扭转 . 在 这 种 情形 下 ,能 量 表达 式 应 该 与 式 
(17.7) 一 致 ; 
2R” " 
但 是 ,我 们 看 到 ,1/R 恰好 是 平面 矢量 (02, ,0, ) 的 平方 ,因此 能 量 应 具 如 下 形式 : 
£7 0 
2 .7 四" 
任意 选择 ,mn 轴 时 ,这 个 表达 式 可 以 写 为 力学 中 熟知 的 形式 : 
三 (全 +27 
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e000 + Lele), 
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式 中 1, ,1 ,ls 是 杆 截面 惯量 张 量 的 分 量 . 比较 方便 的 是 这 样 选择 &,”m 轴 , 使 之 
与 杆 截 面 主 惯性 轴 一 致 ,这 时 能 量 表 达 式 将 具有 简单 的 形式 : 


FR + hE), 


式 中 工 ,1 是 截面 主 惯性 甜 . 因为 9r 和 (3 的 系数 是 常数 ,所 以 得 到 的 表达 式 在 
大 挠 度 弯曲 时 也 必然 成 立 . 
最 后 , 沿 着 整个 杆 积分 ,我 们 最 终 得 到 弯曲 杆 的 弹性 自由 能 的 如 下 表达 式 : 


| [学 去 + + 全 有 (18.5) 


以 下 我 们 通过 Q2 来 表示 作用 在 杆 截面 的 力矩 . 这 并 不 难 做 到 ,我 们 只 需 再 
一 次 利用 前 面 对 于 纯 扭转 和 小 的 纯 弯 曲 所 得 到 的 结果 . 纯 扭 转 时 ,相对 于 杆 轴 
的 力矩 等 于 Cr. 由 此 推断 ,在 一 般 情形 下 ,关于 ¢ 轴 的 矩 Wi 应 该 是 Mi = C02,. 另 
外 ,在 此 平面 作 小 弯曲 时 ,相对 于 ? 轴 的 力矩 为 E1,7R. 但 在 这 样 弯曲 时 ,矢量 
人 2 的 方向 沿 nm 轴 , 所 以 1/R 自然 是 它 的 绝对 值 ,因而 E1,/R = E1,02. 由 此 断定 ， 
在 一 般 情形 下 应 有 Me = E102,M, = E102, (选择 截面 主 惯性 轴 为 &,”n 轴 ). 于 
是 ,力矩 矢量 M 的 分 量 为 





Mi = ENQ,s, M, = Ell,, M,= C0,. (18.6) 
用 力矩 表示 的 弹性 能 (18.5) 有 如 下 形式 : 
M Mm MmM 
pa | [rt (18.7) 


弯曲 杆 的 一 个 重要 情形 是 小 找 度 弯曲 . 这 时 ,在 杆 的 整个 长 度 上 , 杆 离开 其 
初始 位 置 的 偏离 与 杆 长 相 比 是 小 量 . 因此 可 以 认为 在 这 种 情形 下 不 存在 扭转 ， 
这 样 就 可 令 2; =0, 从 而 由 式 (18.4) 直 接 得 到 

0 = 到 xx 人 (18.8) 
现在 ,我 们 引入 空间 固定 不 动 的 坐标 系 x,y,z, 其 中 z 轴 沿 着 未 形变 的 杆 轴 ( 替 
代 每 一 点 都 约束 在 杆 上 的 坐标 系 ,nm,l). 用 天 ,了 表示 杆 弹性 曲线 上 各 点 的 x,7 
坐标 . 弹性 曲线 上 各 点 从 初始 状态 到 弯曲 状态 的 位 移 由 了 X,Y 了 确定. 

因为 弯曲 小 , 切 矢 量 上 几乎 平行 于 z 轴 ,所 以 可 以 近似 地 认为 上 的 方向 沿 着 
z 轴 . 另外 ,单位 切 矢 量 等 于 曲线 上 点 的 径 矢 > 对 杆 长 的 导数 : 


于 是 ,我们 有 


(对 杆 长 的 导数 可 以 近似 地 用 对 z 的 导数 代替 ). 特别 是 ,这 些 矢 量 的 x 分 量 和 7 
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分 量 分 别 等 于 dX/dz 和 d*Y/dz. 现在 分 量 2 和 0, 在 同样 精确 度 下 等 于 0， 
和 2,. 而 由 式 (18.8) 可 得 
dyY _ dX 





02, a mn 一 dz (18.9) 
将 上 式 代 人 (18.5), 即 得 如 下 形式 的 小 弯曲 杆 的 弹性 能 : 
E dz 了 2 d2 系 2 
Fs = | + 人 | 地 (18. 10) 


注意 五 , 忆 是 关于 x,y 轴 (这 里 是 主 惯性 轴 ) 的 惯性 矩 . 

对 于 圆 截面 杆 的 特别 情况 ,二 = 五 = 忆 因 此 被 积 函数 表达 式 变 为 简单 的 二 次 
导数 的 平方 和 ,在 所 考虑 的 近似 程度 内 , 即 等 于 杆 曲 率 的 平方 : 

dxX\ 2 /dm 1 
人 | 人 这 | R* 
因此 ,公式 (18. 10) 可 以 自然 地 推广 到 未 形变 状态 (自然 状态 ) 是 任意 非 直线 
( 即 曲 杆 ) 的 圆 截面 标的 小 弯曲 问题 . 在 此 情形 下 ,应 将 弯曲 能 写 为 如 下 形式 ， 
_ ER i 

Fm -7 (RR) 由 ， (18.11) 
式 中 R 是 自然 状态 (未 形变 状态 ) 下 杆 上 任意 一 点 的 曲率 半径 . 照 理 ,这 一 表达 
式 在 未 形变 状态 (如 =R,) 时 具有 极 小 值 ,而 在 Ro 一 w 时 变 为 公式 (18. 10). 


$19 杆 的 平衡 方程 


我 们 现在 可 以 来 推导 这 旧 本 的 平衡 方程 . 还 是 研究 用 两 个 无 限 接近 的 截面 
截取 的 任意 一 个 无 限 小 杆 元 ,并 计算 作用 在 它 上 面 的 总 力 . 我 们 用 F 表示 作用 
在 杆 横 截 面 上 的 内 应 方 @ ,该 力 矢量 的 分 量 等 于 0 遍及 截面 的 积分 : 

FF = | ed (19.1) 
如 果 把 两 个 无 限 接 近 的 截面 作为 所 截 到 杆 元 的 端面 , 则 在 上 端面 作用 的 力 为 
F+ dF ,而 在 下 端面 作用 的 力 为 -下 ,它们 的 和 是 微分 dF. 其 次 , 设 是 作用 在 
单位 长 度 杆 上 的 外 力 ,于 是 在 杆 元 dl 上 作用 的 外 力 为 Kdl. 因而 ,作用 于 该 杆 元 
上 所 有 力 的 合力 为 dF + 下 di. 平衡 时 这 个 力 必 须 等 于 零 . 这 样 我 们 就 得 到 
dF 

第 二 个 方程 可 由 施加 于 该 杆 元 的 总 力矩 为 零 的 平衡 条 件 得 到 . 设 M 是 作 

用 在 杆 模 截面 面积 上 的 内 应 力 的 力矩 ,这 个 力矩 是 相对 于 横 截 面 内 某 个 点 ( 坐 


标 原点 ) 所 取 的 ,其 分 量 由 公式 (18.6) 确 定 . 现在 我 们 来 计算 相对 于 杆 元 上 端面 


中 这 里 用 五 标记 力 不 会 与 自由 能 相 混淆 ,在 以 下 的 $ 19 一 $21 我 们 将 不 会 用 到 自由 能 . 
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某 点 (我 们 称 它 为 0 点 ) 所 取 的 施加 在 所 给 杆 元 上 的 合力 矩 . 这 时 ,上 端面 的 内 
应 力 产 生 的 力矩 为 M + dM. 杆 元 下 端面 上 的 内 应 力 对 0 点 的 力矩 ,由 该 应 力 对 
下 端面 内 的 坐标 原点 (0' 点 ) 的 力矩 - M 和 作用 在 下 端面 上 的 力 -FF 对 0 点 的 
力矩 相 加 得 到 ,后 一 个 力矩 等 于 ( - df) x( -dF), 其 中 dl 是 从 0’ 到 0 的 杆 元 
矢量 . 而 外 力 K 的 力矩 是 高 阶 小 量 . 于 是 ,作用 在 杆 元 上 的 总 力矩 为 dM + dl x 
F. 平 衡 时 它 必 须 等 于 零 , 即 
dM+dlixF =0. 

将 该 等 式 除 以 dl, 并 注意 到 diVdl =t,t 为 (可 作为 曲线 看 待 的 ) 杆 的 单位 切 矢 
量 ,我 们 得 到 如 下 方程 : 


dM 
ri (19.3) 


方程 (19.2) 和 (19.3) 是 杆 在 任意 形式 弯曲 下 的 完备 平衡 方程 组 . 

如 果 作 用 在 杆 上 的 外 力 是 通常 所 说 的 集中 力 , 亦 即 外 力 仅仅 作用 在 杆 的 个 
别 孤立 点 上 , 则 在 施 力 点 之 间 的 杆 段 上 ,平衡 方程 将 大 大 简化 . 由 (19. 2), 当 
KK=0 时, 我们 有 

F = const, (19.4) 
即 沿 施 力 点 之 间 的 任 一 杆 段 , 内 应 力 都 是 常 值 . 这 些 常 值 由 作用 在 点 1 与 点 2 
上 的 两 个 力 之 差 F, -FF 来 确定 , 即 
F,-F,=->K, (19.5) 
式 中 的 求 和 是 对 作用 在 点 1 与 点 2 之 间 的 杆 段 上 的 所 有 外 力 进行 的 . 注意 ,在 
差 F, - 中 点 2 离开 杆 长 ( 即 弧 长 站 的 起 算 点 比 点 1 更 远 . 这 一 点 在 确定 等 式 
(19.5) 的 符号 时 很 重要 . 特别 是 ,如 果 在 杆 上 总 共 只 有 一 个 集中 力作 用 在 杆 
的 自由 端 , 则 FF 沿 着 整个 杆 长 是 常 值 ,并 等 于 了 

第 二 个 平衡 方程 (19.3) 也 简化 了 . 将 式 中 的 1 写 为 f=dl/di=dr/di( 其 中 + 

是 从 某 给 定点 到 杆 上 任意 点 的 径 矢 ) 并 积分 ,由 于 FF 是 常 值 ,我 们 得 到 
M=F xr + const. (19.6) 

如 果 连 集中 力也 不 存在 , 杆 的 弯曲 仅 由 施加 其 上 的 集中 力矩 ( 即 集中 力 偶 ) 
产生 , 则 在 杆 的 整个 长 度 上 下 = const; 在 集中 力 偶 的 作用 点 上 M 发 生 跃 变 , 跃 变 
值 等 于 力 偶 甜 . 

下 面 ,我 们 来 研究 弯曲 杆 两 端的 边界 条 件 问题 . 这 里 可 能 存在 各 种 不 同 的 
情形 . 

如 果 杆 端 不 可 能 发 生 任何 位 移 ( 不 论 是 纵向 的 还 是 横向 的 ) ,同时 也 不 能 有 
方向 ( 亦 即 杆 端的 切线 方向 ) 的 改变 , 则 称 为 固定 端 ( 见 图 4(a)). 在 这 种 情形 
下 ,边界 条 件 归结 为 给 定 杆 端的 坐标 (位 移 ) 和 给 定单 位 切 矢量 (转角 ). 在 固 
定点 处 由 支 座 给 杆 端 的 反作用 力 和 反作用 力矩 要 由 方程 解 的 结果 确定 . 
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相反 的 情形 是 杆 的 自由 端 . 在 这 种 情形 下 , 杆 端的 坐标 和 方向 都 是 任意 的 ， 
边界 条 件 是 在 杆 端 上 的 力 F 和 力矩 M 必须 为 零 9. 

如 果 杆 端 是 球 匀 固 定 , 则 它 不 能 发 生 任 何 位 移 , 但 其 方向 并 未 给 定 . 作用 在 
这 种 可 以 自由 转动 端 上 的 力矩 应 当 为 零 . 

最 后 ,如果 杆 支 承 在 支 座 的 某 个 点 上 (图 4(b)), 则 它 可 以 沿 此 点 滑动 ,但 
不 能 发 生 横向 位 移 . 对 这 种 情形 ,i 的 方向 和 支点 沿 杆 长 的 位 置 都 未 给 定 . 因 杆 
可 以 自由 转动 ,在 支点 上 的 力矩 必须 等 于 零 , 而 在 这 点 上 的 力 下 必须 垂直 于 杆 ， 
否则 力 的 纵向 分 量 会 引起 杆 在 支点 上 的 进一步 滑动 . 

不 难 用 类 似 的 方法 建立 杆 在 其 它 固 定 方式 时 的 边界 条 件 . 除 上 述 的 几 个 典 
型 例子 之 外 ,我 们 不 再 讨论 这 个 问题 . 

上 一 节 开 始 就 已 经 指出 ,即使 没有 对 杆 外 加 任何 扭矩 ,一 般 来 说 任意 截面 
杆 的 大 挠 度 弯曲 也 会 同时 伴随 有 扭转 . 但 杆 在 其 主 平面 内 的 弯曲 是 个 例外 . 杆 
作 这 种 弯曲 时 不 会 产生 扭转 . 如 果 没 有 外 加 扭矩 , 圆 截面 杆 无 论 作 什么 样 的 弯 
曲 都 不 会 伴随 有 扭转 发 生 . 其 理由 可 以 说 明 如 下 : 扭转 是 由 矢量 02 的 分 量 
10; = 2 确定 的 . 我 们 来 计算 它 对 杆 长 的 导数 . 注意 到 02, = Mi/C ,我 们 可 以 写 
出 


d _ cl dM dt 
人 Mo 
将 式 (19.3) 代 入 上 式 后 , 式 中 第 一 项 化 为 零 ,于 是 
dQ dt 
C= = dr 
对 于 圆 截面 杆 ,1 =1,=1, 因 此 根据 式 (18.3) 和 (18.6) 可 将 M 写 为 
M = El x $ +tC0,. (19.7) 
将 M 乘 以 dtwd 后 ,上 式 右 端 两 项 皆 得 零 ,于 是 dQ2./dl =0, 由 此 
12, = const, (19.8) 


亦 即 沿 杆 长 的 扭转 角 为 常数 . 如 果 在 杆 端 部 没有 作用 扭矩 , 则 在 端 部 Q2, 等 于 
零 , 因 此 在 杆 的 整个 长 度 上 都 没有 发 生 扭 转 . 
于 是 对 于 圆 鹤 面 杆 的 纯 弯 曲 , 可 以 写 出 


dt ‘dr dr 
M Sb EP ge (19.9) 
将 此 表达 式 代 人 式 (19.3) ,导出 具有 以 下 形式 的 圆 截面 杆 的 纯 弯 曲 方程 ; 
dr dr _ dr 


@ 如果 在 自由 端 施加 集中 力 f, 则 边界 条 件 将 不 再 是 =0, 而 是 FF = 
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习 题 


1.、 设 圆 截面 杆 ( 弹 性 棒 ) 因 受 集 中 力作 用 而 在 一 平面 内 发 生 大 挠 度 诊 曲 ， 

解 : 我 们 来 研究 施 力 点 之 间 的 一 个 杆 段 ,在 这 个 杆 段 正 = const . 取 谊 曲 平 
面 为 xy 平面 ,而 y 轴 平行 于 力 F. 引入 杆 的 切线 与 y 轴 的 夹 角 9, 于 是 dx/dl = 
sin0,dy/dl = cosb, 其 中 xy 为 村 上 点 的 坐标 .展开 (19. 10) 中 的 失 量 积 , 我 们 得 
到 9 作为 弧 长 1 函数 的 方程 : 


IB 48- Feing = 0. 
第 一 积分 给 出 

经 (由 ) +Fcosb = cl， 
由 此 





[IE dg 
7 = 上 土 | + Cs. (1) 
2 A/ cl — Feos0 


据 此 可 以 通过 椭圆 积分 表示 函数 9(1). 对 于 坐标 x = {singedi,y = | eos 6d! 我 
们 得 到 : 


X= 三 土 志 V21E ce, - Fecos0 + const， 





JIE cos 0d0 ; 
y= 土 | + const. (2) 
2 A/ cl —- Feos0 
式 (19.9) 中 的 力矩 M 方向 沿 着 z 轴 ,大 小 为 
_ jpd0 
M = 1E ar: 


2. 设 一 端 天 紧 ( 固 支 ) 男 一 端 自 由 的 杆 因 在 > 
自由 端 端 点 受到 生 直 于 未 形变 直 杆 方向 的 力 了 的 2 
作用 而 发 生 大 抄 度 弯曲 , 试 确定 杆 的 形状 (图 15). 

解 : 沿 整 个 杆 长 =const =f. 在 固定 端 (1 = 
0)6=m/2，, 而 在 自由 端 (1 = 也 ,其 中 了 为 杆 长 ) 
M =0, 即 9' =0. 引入 记号 0, =0(L), 在 式 (1) 中 
有 cl =fcos0,, 于 是 








IE T/2 db 
| | 3 
2f J /eos 0 -cos0 
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由 此 得 到 确定 bo 的 方程 : 


IkE m/2 db 
5 = /二 | 一 -一 . 
zh oo cond 
杆 的 形状 由 以 下 公式 确定 : 


X= 厅 (wWcosgu - Wecosb - cos0), 


过 2 cos 0d0 
2 le VeosO, -cosg 
3. 同 习 题 2, 但 施加 于 自由 端的 力 f 平 行 于 未 形变 时 的 杆 长 方向 . 
解 : 我 们 有 = -f( 坐 标 轴 的 选取 表示 在 图 16 上 ). 边界 条 件 为 1=0 时， 
09=0;1= 上 时 ,9' =0. 于 是 


Ss | 一 一 电 一 
2f J /cos0 -cosO, 
其 中 的 0 由 1(0。) = 上 确定 .对 于 x 和 yy, 我 们 得 到 : 


x = 学 (wW1 -cosbu - wWcosg -cosbo)， 


pe 公 [ cos 0d0 
2f ho /cos0 -cosO, 
在 小 挠 度 弯 曲 时 ,0 <<1, 因 而 可 以 写 为 


了 一 和 | a 正 
Nf% VB-F 2Nf 


亦 即 9, 不 出 现在 这 一 关系 式 中 . 这 表明 ,依据 821 习题 3 的 结果 ,上 述 解 只 在 
fm 1E/(4L) 时 , 即 直 线形 状 失去 稳定 性 后 才 存 在 . 
4. 同 习题 2, 但 杆 的 两 端 都 支承 在 支 座 上 ,而 在 杆 的 中 点 有 力作 用 ,两 支 
点 间 的 距离 为 二 
解 : 取 坐 标 轴 如 图 17, 在 A4B 段 和 BC 上 段 上 力 F 均 为 常量 ,并 且 在 支点 4 和 
C 处 它们 都 与 村 垂直 . 在 4B 段 和 BC 段 上 力 下 的 差 值 等 于 f 由 此 我 们 断定 在 
AB 段 Fsin0。 = -f/2, 其 中 0 为 y 轴 与 4C 线 的 夹 角 . 在 点 4(1=0) 处 ,我 们 有 条 
件 9=m/2 和 MM=0, 即 9'=0. 于 是 在 AB 段 有 
IE. 2 do 
下 过 (7Fsinaj 人 RE 


172: 
% = 2( Fsin oeos0) 和 
1/2 en/2 


y= (7sina] | Veos gd6. 
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角 gb 由 曲线 AB 在 直线 4C 上 的 投影 须 等 于 Lo7/2 的 条 件 确定 ,由 此 可 得 


TA 2 9 Pi 8 
一 = ( 下; | AN de dg. 
2 f 00 VsinO 


当 0, 的 值 在 0 和 7/2 之 闻 时 ,导数 df/d0o( 其 中 被 看 作 是 bo 的 通 数 ) 先 趋 于 
零 然后 变 为 正 数 . 当 b。 进一步 减 小 , 亦 即 挠 度 增 加 时 ,相应 的 将 减 小 . 这 就 是 
说 ,所 求 的 解 是 不 稳定 的 , 杆 在 两 个 支 座 之 间 “ 崩塌 ”了 . 
5. 试 推 导 曲 杆 在 集中 力作 用 下 在 空间 内 作 大 找 度 弯曲 问题 的 积分 . 
解 : 我 们 研究 两 个 施 力 点 之 间 的 杆 段 ,在 这 段 杆 上 ,F = const. 对 式 (19. 10) 
积分 ,我 们 得 到 
dr dr 


Or (1) 


上 式 将 积分 常数 写 为 矢量 形式 cF, 其 方向 与 FF 相同 ,这 是 因为 适当 地 选择 坐标 
原点 , 亦 即 给 7 加 上 某 个 常 矢 量 后 ,可 以 消除 重 直 于 下 的 附加 舌 量 . 将 式 (1) 分 
别 按 标量 积 和 矢量 积 乘 以 7'( 搬 号 “'" 表 示 对 1 取 导 数 ) ,并 注意 到 r'*r”=0( 因 
为 r”=1), 即 得 

F.(rxr’)+cF'.r =0, Elr”= (Fxr)xr +cF xr.. 
写 为 分 量 (z 轴 选 在 玉 方 向 ) 形 式 , 上 两 式 分 别 为 


(xy’ — yx’) +cz =0, Elz"” =—- F(xx’ + yy ). 
在 这 些 方程 中 引入 柱 坐 标 r,p,z, 则 得 
rp' +cz' =0， 民 1z =- Frr.. (2) 
由 第 二 个 方程 得 
PY 
站 (3) 


式 中 4 为 常数 . 将 (2)、(3) 两 式 与 恒等式 


.86 ， 第 二 章 ” 杆 和 板 的 平衡 











12 2 党 12 








r” +rop” +z” =1 
结合 ,我们 得 到 
_ rdr _r, 
de (7) | = rar + co (4 7)?] ， 
然后 由 (2) 和 (3) 求 得 
(A 一己)r 
= 26 GL 
cF rA-r 


9 = 27) rr 
上 式 给 出 了 弯曲 杆 的 形状 

6. 有 一 圆 截面 杆 受 到 扭转 (单位 长 度 上 的 扭转 角 为 T) 并 谊 曲 成 为 螺旋 线 
形状 . 试 确定 为 维持 这 种 状态 需要 在 杆 的 端 部 施加 的 力 和 力矩 . 

解 : 设 尺 为 螺旋 线 所 在 柱 面 的 半径 ( 取 z 轴 沿 圆柱 面 的 轴 ) ,a 为 螺旋 线 的 
切线 与 重 直 于 z 轴 的 平面 之 间 的 夹 角 , 螺 距 凡 与 a 和 尺 的 关系 为 hh =27Rtana. 
螺旋 线 方程 为 

% = Reosg, = Rsinp， zz = pRtana 
(8 是 绕 z 轴 的 旋转 角 ). 弧 元 长 度 di =Rdp/cosa. 将 这 些 表达 式 代 入 式 (19.7)， 
我 们 先 算出 矢量 用 的 分 量 ,然后 根据 公式 (19.3) 求 沿 整 个 杆 长 均 为 常量 的 力 
FF. 最 后 得 到 方向 沿 z 轴 的 力 下 等 于 


sinag EI ,， . 
RR — 二 cos asin Q. 





F.=F= Cr 
力矩 于 沿 z 轴 的 分 量 为 
M, = Crsina + Peos’a, 


M 的 另 一 个 分 量 M。 在 杆 上 任 一 点 都 指向 圆柱 横 截 面 圆周 切线 方向 ,其 大 小 为 
M = FR. 

7， 试 确定 悬挂 在 两 点 之 间 的 柔 索 在 重力 场 中 的 形状 (与 抗 拉 强度 相 比 , 柔 
索 的 抗 谊 强度 可 以 忽略 )， 

解 : 将 柔 索 所 在 的 平面 选 作 xy 平面 ,并 使 y 轴 的 方向 铅 直 向 下 . 因为 M 与 
E] 成 正比 ,所 以 在 方程 (19.3) 中 可 以 忽略 dM/dl 项 ,于 是 Fxt=0, 亦 即 在 柔 索 
的 任意 一 点 上 ,下 与 1 的 方向 相同 ,并 且 可 以 写 为 = Ft 方程 (19.2) 现 在 的 形 
式 为 

(0 ns 

(g 是 单位 长 度 柔 索 的 重量 ). 由 此 得 到 
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于 是 下 = Ve +9g57 ,这 样 即 有 

dx _ 4 dy _ 1 

dd V 下 + 下 dd Mar+r 
(其 中 4=c/g). 积分 上 式 得 出 





X% = harsinh -， y= VA + 天. 


由 此 
区 
y = Acosh A 


亦 即 , 柔 索 的 形状 是 一 条 是 链 线 . 坐标 原点 和 常数 4 的 选择 由 曲线 必须 通过 两 
个 给 定点 以 及 曲线 应 具有 给 定 长 度 两 个 条 件 确 定 . | 
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在 实际 上 最 为 重要 的 杆 的 小 挠 度 弯 曲 情形 下 ,平衡 方程 可 以 大 大 简化 . 如 
果 杆 切线 方向 的 单位 矢量 上 沿 杆 长 变化 缓慢 , 亦 即 导数 di/di 很 小 , 则 所 发 生 的 
弯曲 就 是 小 挠 度 弯曲 . 换 句 话说 ,小 找 度 弯曲 杆 上 每 一 点 的 曲率 半径 应 远大 于 
杆 长 . 实际 上 ,这 个 条 件 与 要 求 杆 的 横向 找 度 远 小 于 杆 的 长 度 是 一 致 的 . 这 里 我 
们 要 强调 ,与 在 $11 一 $12 中 论述 过 的 板 的 小 拨 度 弯曲 近似 理论 不 同 ,这 时 我 
们 完全 不 要 求 抄 度 比 杆 的 厚度 小 %. 

将 式 (19.3) 对 长 度 求 导 , 得 到 


2 
ee A (20.1) 





式 中 第 二 项 含有 小 量 尘 ， 因此 通常 ( 除 某 些 将 在 后 面 讲 述 的 特殊 情形 外 ) 是 可 以 


忽略 的 . 将 dF/dl = -下 代 人 第 一 项 , 即 得 到 如 下 形式 的 平衡 方程 : 
dM 


or =txk. (20. 2) 
我 们 将 此 方程 写 为 分 量 形式 . 为 此 ,根据 式 (18.6) 和 (18.9) ,将 
M, =- EhY, M,=EhX", M,=0 (20. 3) 


( 式 中 的 撤 号 ””" 表示 对 z 取 导 数 ) 代 入 式 (20.2). 可 以 认为 单位 矢量 上 的 方向 
与 z 轴 方向 相同 . 于 是 我 们 得 到 


@ 我们 完全 没有 曾 述 在 未 形变 的 自然 状态 下 已 发 生 弯曲 的 杆 ( 即 曲 杆 ) 的 复杂 次 曲 理论 (有 关 曲 
杆 弯曲 的 内 容 , 这 里 仅 限 于 本 节 习 题 8 和 习题 9 的 简单 例子 ). 
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ELX”" -天 =0, ElYy”-K,=0. (20. 4) 
这 组 方程 确定 了 挠 度 X 和 了 与 z 的 关系 , 即 小 找 度 弯曲 杆 的 形状 . 

作用 在 杆 横 截面 上 的 内 应 力 F 同样 可 以 用 外 和 YY 的 导数 来 表示 . 将 式 

(20.3) 代 入 式 (19.3) ,得 到 

F, =- ELX", F,=-ElY. (20. 5) 
我 们 看 到 ,二 阶 导 数 确定 内 应 力 的 力矩 ,而 三 阶 导数 确定 的 是 这 些 力 本 身 . 力 
(20.5 ) 称 为 剪 力 . 如 弯曲 是 由 集中 力 引起 的 , 则 在 施 力 点 之 间 的 每 一 个 杆 段 上 ， 
前 力 是 个 常 值 ,而 在 作用 力 的 每 一 施 力 点 上 , 剪 力 发 生 跃 变 ,其 跃 变 值 等 于 作用 
的 外 力 . 

量 El, 和 El 分 别称 为 杆 在 主 平面 xz 和 yz 上 的 抗 论 刚度 2. 

如 果 施 加 在 杆 上 的 外 力作 用 于 同一 个 平面 , 则 杆 的 弯曲 也 发 生 在 同一 个 平 
面 内 . 但 在 一 般 情形 中 ,这 两 个 平面 彼此 并 不 重合 ,不 难 求 出 它们 之 间 的 夹 角 . 
如 果 a 是 力 的 作用 平面 与 第 一 个 弯曲 主 平面 (xz 平面 ) 间 的 夹 角 , 则 平衡 方程 具 
有 如 下 形式 : 

pn COS i Sin 
XX" = TEK, y” = EK 
这 两 个 方程 的 区 别 仅 在 于 天 前 面 的 系数 ,因此 说 和 了 彼此 成 正比 ,并 且 





Y= 芳 
三 Te 
弯曲 平面 与 xz 平 面 之 间 的 夹 角 909 由 下 面 的 等 式 确定 : 


1 
tan0 = Ttano. (20. 6) 


对 于 圆 截面 杆 ,1 =1,,a =6, 即 弯曲 发 生 在 力 的 作用 平面 内 . 当 a=0, 亦 即 力 作 
用 在 主 平面 内 时 ,上 面 的 结论 对 任意 截面 的 杆 同样 成 立 . 挠 度 的 绝对 值 


¢= VE +Y 





@ 用 形 如 

DXw -K = 0 (20. 4a) 
的 方程 也 可 以 描述 薄板 弯曲 的 某 种 极限 情形 . 设 边 长 为 a 和 4, 板 厚 为 h 的 矩形 板 沿 a 边 (y 方 向 ) 固定 ， 
又 因 沿 y 轴 均 名 加 载 使 板 沿 4 边 (z 轴 ) 弯曲 . 在 a 和 4 为 任意 的 一 般 情形 中 ,为 了 确定 弯曲 ,必须 应 用 二 
维 方程 (12.5) 及 板 在 固定 边 和 自由 边 相 应 的 边界 条 件 . 在 a >。， 的 极限 情形 中 ,可 认为 形变 沿 y 轴 是 均 
匀 的 ,这 时 二 维 平衡 方程 变 为 式 (20. 4a) 的 形式 ,弯曲 时 起 刚度 作用 的 量 是 

中 Eha 

~ 12(1 ~o?) 
方程 (20.4a) 也 适用 于 a «4b 的 相反 的 极限 情形 ,这 时 的 板 可 以 看 作 是 长 度 为 5 并 具有 狭 矩 形 截面 ( 边 长 
为 和 天 所 形 截面 ) 的 杆 . 但 这 时 抗 弯 刚度 是 由 另 一 表达 式 

El’a 


D= Eh = 





确定 的 、 
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满足 以 下 方程 : 

TL, 
Meos’a + Lsin’a | 
前 力 与 位 于 同一 个 平面 内 ,其 大 小 为 

F =- El". (20. 8) 
这 里 的 1 为 杆 截 面 的 “等 效 " 惯 性 矩 . 
下 面 我 们 以 显 式 写 出 小 挠 度 弯 曲 杆 平衡 方程 的 边界 条 件 . 如 果 杆 端 固 定 ， 
则 固定 处 必须 有 车 =Y=0, 同 时 也 不 能 有 方向 的 改变 , 即 必须 有 X=Y =0. 这 
样 一 来 ,在 杆 的 固定 端 必须 满足 如 下 的 边界 条 件 : 
X=Y=0, X’=Y =0. (20.9) 
在 支点 处 的 反作用 力 和 反作用 力矩 , 则 分 别 由 已 知 解 按照 公式 (20.3) 和 (20.5) 
确定 . 
杆 的 弯曲 足够 小 时 ,将 杆 的 端 部 固定 在 匀 上 和 将 其 支承 在 一 点 上 ,就 边界 
条 件 而 言 是 等 价 的 . 实际 上 ,在 后 一 种 情形 , 作 小 挠 度 弯曲 的 杆 在 支点 的 纵向 位 
移 与 横向 挠 度 相 比 是 二 阶 小 量 ,因此 可 认为 它 等 于 零 . 上 述 两 种 情形 中 ,由 横向 
位 移 和 力矩 为 零 给 出 边界 条 件 : 
X= 2 = (20. 10) 
在 支点 处 杆 端的 方向 和 反作用 力 由 所 求 得 的 方程 解 确定 . 
最 后 ,在 自由 端 , 力 F 和 力矩 M 必须 为 零 . 根据 式 (20.3) 和 (20. 5) 得 到 边 
界 条 件 : 





Elt™” = 天 ， 了 = (20.7) 





用 0 (20. 11) 
(如 果 在 自由 端 处 施加 集中 力 , 则 F 必须 等 于 该 力 而 不 再 为 零 ). 
不 难 将 方程 (20.4) 推 广 到 变 截 面 杆 的 情形 . 对 于 这 样 的 杆 , 惯 性 矩 1 和 
是 z 的 函数 . 用 来 确定 杆 中 任意 给 定 截面 上 力矩 的 公式 (20. 3) 仍 然 正确 . 把 它 
代入 式 (20.2) , 则 得 到 方程 : 


da df dX) 
Ez(1 | = K,, Es(h 了 | = Kk,. (20. 12) 
注意 不 可 将 式 中 的 1 和 1, 提 到 导数 符号 前 面 . 对 于 剪 力 ,我 们 有 
d/, dX d/, dyY 
FP.=- ETE(L r, = | (20. 13) 


我 们 重新 回 到 方程 (20. 1). 先前 我 们 忽略 等 式 右边 第 二 项 的 做 法 ,在 某 些 
情况 中 即使 对 小 挠 度 弯 曲 也 可 能 是 不 合理 的 . 当 沿 杆 长 有 很 大 的 内 应 力作 用 ， 
即 F, 非常 大 时 , 便 属于 这 种 情况 . 这 样 大 的 内 应 力 通常 是 由 于 在 杆 端 施加 很 强 
的 拉 伸 力 引 起 的 . 用 F, = 了 表示 沿 杆 作 用 的 常 拉 伸 力 . 如 果 杆 受到 很 大 的 压缩 
而 不 是 拉 伸 , 则 力 7 为 负 . 展开 矢量 积 x dt/dl, 现 在 我 们 必须 保留 含有 7 的 
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项 ,而 含 ,和 下, 的 项 仍然 可 以 忽略 . 将 矢量 dtdi 的 分 量 分 别 代 以 X”,Y”,1, 即 
得 到 平衡 方程 : 
LEX” - TX"— K, = 0， 
LEY”- TY-K,=0. | 
对 于 剪 力 的 表达 式 (20. 5) ,现在 应 该 增加 含有 了 ( 沿 着 矢量 上 方向 作用 的 力 ) 在 
xx 轴 和 y 轴 上 的 投影 项 : 
F, =- ELX"”+TX’, F,=-ElY"+7TY. (20. 15) 
当然 ,这 些 公 式 也 能 直接 从 式 (19.3) 得 到 . 
在 某 些 情形 下 ,即使 没有 专门 施加 任何 拉力 ,但 由 于 杆 自身 弯曲 也 可 能 出 
现 非常 大 的 力 7. 现在 我 们 来 研究 两 端 为 固 支 或 固定 铵 支 的 杆 ,此 时 杆 的 两 端 不 
可 能 发 生 纵 向 位 移 . 这 时 杆 的 弯曲 不 可 避免 地 伴随 有 杆 的 伸 长 ,并 导致 在 杆 内 
出 现 力 7. 不 难 估计 这 个 力 成 为 主要 的 力 时 挠 度 的 大 小 . 弯曲 杆 的 长 度 工 +AL 
等 于 沿 连接 两 支点 的 直线 所 取 的 积分 


L+AL -= [ VI + Xr? + Ydz. 
小 挠 度 弯曲 时 可 将 根 式 展 为 级 数 ,我 们 得 到 伸 长 AL 的 表达 式 : 
AL = tx" + 了 2 )dz 


简单 拉 伸 时 发 生 的 拉 伸 应 力 等 于 相对 伸 长 乘 以 杨 氏 模 量 和 杆 的 截面 面积 5. 于 
是 , 力 了 等 于 


(20. 14 ) 


本 ES . 12 12 
T= 77 | (x + Y'?) dz (20. 16) 


如 果 5 是 横向 找 度 的 数量 级 , 则 导数 X' 和 了 Y' 的 数量 级 为 5/L, 因而 式 
(20. 16) 中 整个 积分 的 数量 级 为 (6/L)'L=8/L, 而 7T~ES(6/L)*. 式 (20.14) 中 
第 一 项 和 第 二 项 的 数量 级 分 别 为 [E86/L* 和 78/L ~ ES6 VL. 惯性 矩 了 的 数量 级 
为 I~ 及 ,而 S~h ,其 中 为 杆 的 厚度 . 将 这 些 代 人 式 (20. 14) ,不 难得 出 , 当 5 ~ 
h 时 , 式 中 的 第 一 项 和 第 二 项 的 数量 级 相当 . 

这 样 一 来 ,只 要 挠 度 比 厚度 小 ,对 于 两 端 固定 杆 的 弯曲 就 可 使 用 形 如 式 
(20.4) 的 平衡 方程 . 如 果 8 与 h 相 比 并 不 算 小 (但 仍然 有 6 <Z) , 则 应 使 用 方程 
(20. 14). 此 时 这 些 方程 中 的 力 了 预先 是 不 知道 的 . 解 方 程 时 ,应 先 把 了 视 为 已 
知 参 数 ,然后 再 根据 所 得 解 按 式 (20. 16) 确 定 了 ,这 也 就 确定 了 7 与 作用 于 杆 的 
弯曲 力 的 关系 . 

相反 的 极限 情形 是 当 杆 的 抗 弯 能 力 远 小 于 抗 拉 能 力 时 ,方程 (20. 14 ) 中 第 
一 项 与 第 二 项 相 比 前 者 可 以 忽略 . 从 物理 上 看 ,出 现 这 种 情况 或 者 是 因 存 在 很 
大 的 拉力 了 ,或 者 是 由 于 三 足够 小 ,这 些 都 可 能 与 杆 的 厚度 疡 小 有 关 ( 这 种 受到 
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强 拉 伸 力 的 杆 通常 称 为 弦 ), 在 这 种 情形 下 ,平衡 方程 为 


TX" + K, =0, 7 了 + 天 = 0. (20. 17) 
弦 的 两 端 必须 是 固定 的 ,也 就 是 弦 两 端的 坐标 是 给 定 的 , 即 
X=Y=0. (20. 18) 


端点 处 的 方向 不 能 随意 给 定 ,而 要 由 方程 的 解 来 确定 . 
在 本 节 结 束 前 ,我 们 将 要 证 明 如 何 利 用 弹性 能 表达 式 (18. 10) 


F.,, = 3| | LY” + LXE?) dz 


从 变 分 原理 出 发 推导 出 杆 的 小 挠 度 弯曲 平衡 方程 . 平衡 时 ,此 弹性 能 和 与 作用 
在 杆 上 的 外 力 K 有关 的 势能 之 和 必须 取 极 小 值 , 亦 即 


8F,, -| (K.5X + K,8Y)dz = 0 


〈 式 中 第 二 项 是 外 力 在 杆 的 无 限 小 位 移 上 所 作 的 功 ). 对 Ru 变 分 时 进行 两 次 分 
部 积分 : 


8 dz = { XaX"ds = 8 | - [x"8X'dz = 


二 XSX!’ | X"5X 





+ | XXdz, 
对 Y” 的 积分 也 以 同样 方式 处 理 , 将 它们 代入 原 式 ,合并 同类 项 后 得 到 
| [ (ELY”™ - K,)8Y + (ELX” - K,)8X]dz + 


+EL (YY’ - Y”8Y) | + El,(X"SX' ~ X"X) | = 0. 

以 上 积分 第 一 项 内 的 变 分 8X 和 8Y 是 任意 的 ,由 此 得 到 平衡 方程 (20. 4) ,而 已 
经 积分 出 来 的 其 它 项 则 给 出 该 方程 的 边界 条 件 . 例如 ,自由 端 变 分 5X,5Y,8X'， 
SY' 是 任意 的 ,这 给 出 相应 的 边界 条 件 (20. 11). 同时 这 些 项 里 8X 和 8Y 的 系数 
给 出 剪 力 分 量 的 表达 式 (20.5),5T' 和 8388 的 系数 给 出 弯 抢 分 量 的 表达 式 
(20. 3). 

最 后 , 当 存 在 拉 伸 力 T 时 , 仍 可 用 同样 的 方法 得 到 平衡 方程 (20. 14) ,这 只 
需 在 进行 变 分 的 能 量 表达 式 中 增加 一 项 ， 

TAL = | (下 2 + 了 2 ) dz， 
它 是 力 了 在 杆 伸 长 AL 的 路 径 上 所 作 的 功 . 
习 题 


1. 试 确定 端 部 具有 各 种 不 同 国定 方式 的 杆 (长 度 为 1) 在 自重 影响 下 的 弯 
曲 形状 . 
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解 : 待 求 的 形状 可 由 方程 


m QQ 
$ = Ei 


(q 是 单位 长 度 杆 的 重量 ) 的 解 和 本 章 正 文 所 讲述 的 杆 端 的 各 类 边界 条 件 确定 


下 面 是 对 杆 端的 各 种 不 同 固定 方式 得 到 的 弯曲 形状 和 最 大 位 移 (或 称 为 最 大 搁 
度 ). 所 有 的 坐标 原点 都 选择 在 杆 的 一 端 . 


(1) 杆 的 两 端 固 支 ; 


四 I 1 9 
¢ = 487*(* 0， 4 384 ET 
(2) 杆 的 两 端 匀 支 : 
3 l _ 5 ar 
Z = pT -212 + FE), t=)= : 
(3) 杆 的 一 端 (z=1) 国 支 , 另 一 端 (z=0) 锐 支 ; 


本 3 & a i 
2 = 二 3 有 + BP), Y= (0.420) = 0.005 4 


(4) 杆 的 一 端 (z=0) 固 支 , 另 一 端 (z=1) 自由: 
$= 





Tie -het+6P), ZL) = 于 对 
2. 试 确定 在 作用 于 杆 正中 间 的 集中 力 了 影响 下 杆 的 弯曲 形状 . 


解 : 除了 z=12 的 点 以 外 ,到 处 都 有 方程 "=0. 在 杆 端 (z=0 和 z=1) 的 边 


界 条 件 取 决 于 固定 方式 ;在 z=1[2 点 ,LL',L' 必 须 连 续 , 而 在 该 点 两 侧 的 前 力 F 
= -Elt" 之 差 必 须 等 于 力 了 


在 0<<z<1/2 的 杆 段 上 杆 的 形状 和 最 大 挠 度 由 下 面 的 公式 
(1) 杆 的 两 端 固 支 ; 


z = -了 








IV__f 
Si dz) “ 192E1 
(2) 杆 的 两 端 匀 支 : 
We ly fi 
6 = 261 (3 -4z )， (=) ~ 48E7: 


由 于 杆 形 状 关 于 中 点 对 称 , 因 此 在 [2 三 z 和 1 杆 段 上 ,函数 5 人 (z) 可 以 在 (1)、(2) 
两 式 中 直接 用 1-z 代 换 z 得 到 . 


3， 同 习题 2, 但 杆 的 一 端 (z=0) 国 支 , 而 另 一 端 (z =1) 自由 ,在 杆 的 自由 端 
上 作用 集中 力 了 


解 : 在 整个 杆 上 下 = const =f, 所 以 2”= -f/El 由 z=0 时 =0 和 ZL'=0, 以 
及 z=1 时 L"”=0 的 边 条 件 得 到 : 


ee _f 
¢ = hs), ¢0) 


3ET 


8$820 标的 小 挠 度 弯 曲 “ 93 ， 











4. 试 确定 两 端 固 定 的 杆 在 其 正中 间作 用 一 个 集中 力 偶 时 杆 的 弯曲 形状 . 

解 : 沿 整个 杆 长 zz 必 =0, 而 谊 和 矩 M =E1" 在 z=12 点 产生 了 跃 变 , 跃 变 大 小 
等 于 所 施加 的 集中 力 偶 纸浆. 根据 端 部 固定 的 相应 条 件 得 到 ; 

(1) 杆 的 两 端 固 支 : 








¢ = spn 7 (! ~ 2z) ，0<z<12, 

A V2<zs<l. 
(2) 杆 的 两 端 匀 支 ( 即 两 端 固 定 在 球 镁 上 ): 

¢ = pT -472), 0<z<12, 

Cer A V2<zsl. 


在 z=l/2 点 的 两 侧 , 杆 的 弯曲 方向 不 同 . 
5. 同 习 题 4, 但 集中 力 偶 作用 在 杆 的 自由 端 , 杆 的 另 一 端 固 支 . 
解 : 沿 整 个 杆 长 有 及 =E1L'=m, 而 在 z=0 时 L=0,l'=0. 弯曲 形状 由 下 式 


给 出 :i a 


6. 圆 截面 杆 的 两 端 固 定 在 球 镁 上 , 试 确定 在 杆 的 正中 间作 用 拉力 T 卫 和 弯曲 
力 f 时 杆 的 形状 . 
解 : 在 0<<z<1/2 区 间 上 ,前 力 等 于 f/2, 所 以 式 (20.15) 给 出 方程 
Hm TT Pg 
-Ei 7 -257 
边界 条 件 为 : z=0,1 时 ,t=0,l”=0; 而 z=1/2 时 ,必须 有 YL' =0( 因 为 L' 是 连续 
的 ). 对 于 杆 的 形状 (在 0<z<1/2 区 间 ) 得 到 公式 : 
ea sinh kz ee 人 
《= 着 A ( 司 
在 上 较 小 时 ,该 表达 式 即 化 为 在 习题 2 的 (2) 中 已 经 得 到 的 公式 . 在 天 较 大 时 则 


变 为 = 起 z， 这 与 方程 (20. 17) 的 结果 是 相符 合 的 ，, 即 乘 索 在 力 /的 影响 下 的 形 
状 是 由 两 个 相交 于 z=1/2 的 直线 段 组 成 的 . 
如 果 力 是 由 于 横向 力 引起 杆 的 拉 伸 而 产生 的 , 则 为 了 确定 它 必须 利用 公 
式 (20.16). 将 所 得 表达 式 代入 式 (20. 16) , 即 求 得 方程 
1r3 1 2kl 3 kl] _ 8EP 
pa + 了 tanh 六 = zrianh -| 和 S fi8 9 
这 个 方程 确定 的 了 是 /的 隐 函 数 . 
7. 一 无 限 长 圆 截 面 杆 放置 在 弹性 基础 上 , 亦 即 杆 谊 曲 时 在 杆 上 作用 着 正比 
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于 找 度 的 力 天 = -al. 试 确定 在 杆 上 施加 集中 力 f 时 杆 的 形状 . 

解 : 把 坐标 原点 选 在 力 1 的 作用 点 上 .除了 z=0 点 外 ,下 面 的 方程 处 处 都 
成 立 : 

EI” = — oat. 

方程 的 解 必须 满足 的 条 件 为 ; 当 z= +w 暑 =0, 而 在 z=0 时 L',L' 必 须 连 续 ; 
剪 力 下 = 2 一 0 + 和 z-*0 一 时 的 差 值 必 须 等 于 了 这样 的 解 是 
-i eelsl tonglsl], p= (高 | 

8. 圆 截 面 细 杆 在 自然 状态 下 呈 圆 弧 状 ,并 在 径 向 力作 用 下 在 所 处 平面 内 论 
曲 . 试 推 导 此 细 杆 在 小 找 度 弯曲 时 的 平衡 方程 . 

解 : 把 极 坐 标 r,p 的 原点 取 在 图 缴 的 中 心 . 杆 的 形变 方程 写成 "=a +Y( 99) 
的 形式 ,其 中 为 国 弧 半径 ,而 《为 弯曲 时 小 的 径 向 位 移 . 利用 已 知 的 用 极 坐 标 
表示 的 曲率 半径 表达 式 , 求 得 精确 到 5 的 一 阶 精度 项 的 曲率 为 


1 rr rr +2r” _1 + 





搬 号 ' 表 示 对 gp 的 导数 ). 按 式 (18.11) 求 出 弯曲 弹性 能 : 
二 El 1 ra n 
Po = 到 六 (去 - 工 ) cap = 二 5 (¢ + ?dy 
(go 是 圆 弦 的 中 心 角 ). 平衡 方程 由 变 分 原理 
8F., - [Kady =0 


( 式 中 KK, 是 单位 长 度 上 的 径 向 外 力 ) 以 及 表示 在 所 考虑 的 近似 程度 内 杆 的 总 长 
度 不 变 , 亦 即 总 长 度 未 拉 长 的 补充 条 件 


[tap =0 
得 到 . 应 用 拉 格 朗 日 方法 ,使 下 面 的 和 式 等 于 零 : 
SF — [ok,8tdp + oaf dp = 0， 
0 0 


式 中 a 是 常数 . 对 下 .中 积分 号 下 面 的 表达 式 取 变 分 ,并 对 含 85" 的 项 进行 两 次 
分 部 积分 ,我 们 便 得 到 


| [去 Ge +26” +L") -ak,+ aa|3¢dp + 
a 
+ 08 - 雁 ( + 0) = 0, 


由 此 得 到 平衡 方程 
Epm 120 +7) -K+a =0, (1) 
a 
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剪 力 表达 式 
-于 (f+ 6")， 

和 弯 矩 表达 式 
M = S(t +6") 


(与 §20 的 最 后 部 分 比较 ). 常数 wa 由 杆 的 总 拉 伸 长 度 为 零 的 条 件 
9. 试 确定 在 一 对 集中 力 汪 活着 直径 作用 时 圆 环 的 弯曲 形变 (图 18). 


C 






总 上 上 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


图 
% 


解 : 活 整 个 圆 环 的 长 度 对 (1) 积 分 ,我 们 得 到 
2maa = | Kado = 2f 
除了 ep =0 和 9= 三 以 外 ,方程 (1) 处 处 成 立 ( 此 时 天 ,=0) : 
dd n fa NW 
"+27 Me 
待 求 的 环 的 形变 关于 直径 4B 和 CD 对 称 , 因 此 在 4,B,C,D 点 必须 有 =0; 当 
op 一 0 土 时 ， 人 
-后 (+1 + APesP- Cos 一 sing),， Os<op<7n 
特别 是 ,4 和 B 两 点 相互 靠近 距离 的 大 小 为 


12(0) + tCm) | - 训 ( 工 -2). 
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杆 受 纵向 压力 作用 所 表现 出 的 行为 是 弹性 不 稳定 性 这 一 重要 现象 最 简单 
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的 例子 ,这 个 现象 是 由 欧 拉 (L. Euler) 最 先 发 现 的 . 

当 横向 弯曲 的 外 力 天 . ,天 , 不 存在 时 , 受 压 杆 的 平衡 方程 (20. 14) 有 一 个 明 
显 的 解 , 即 下 = 工 =0, 它 对 应 于 在 纵向 力 了 作用 下 , 杆 保 持 着 直线 形状 . 但 是 这 
个 解 只 适用 于 杆 受 到 的 压力 | 了 | 小 于 某 个 临界 值 7. 时 的 稳定 平衡 . 当 | 了 | < 
T. 时 , 杆 的 直线 形状 对 于 任何 小 扰动 都 是 稳定 的 . 换 名 话说, 如果 杆 在 任何 小 作 
用 的 影响 下 受到 微小 弯曲 , 则 当 这 一 作用 停止 后 , 杆 将 趋向 于 恢复 到 它 原来 的 

相反 , 当 | 了 | >7, 时 , 杆 的 直线 形状 对 应 于 不 稳定 平衡 . 这 时 ,只 需 无 限 小 
的 作用 (弯曲 ) 就 足以 破坏 这 一 平衡 ,结果 使 杆 产 生 大 弯曲 . 很 明显 在 这 种 条 件 
下 , 受 压 杆 的 真实 形状 一 般 而 言 必定 是 弯曲 的 . 

杆 失去 稳定 后 的 行为 必须 用 大 挠 度 弯曲 方程 来 描述 . 但 临界 载荷 值 7. 却 
可 以 借助 于 小 挠 度 弯曲 方程 得 到 . 当 | 了 | = 了 工时 ,直线 形状 的 杆 处 于 某 种 随 遇 
平衡 . 这 就 是 说 ,除了 和 = 了 =0 的 解 之 外 ,还 应 该 存在 一 个 同样 也 处 于 平衡 的 小 
的 弯曲 状态 . 因此 ,就 可 以 规定 临界 值 也 为 当 方 程 

ELX” +|T|IX"=0, Ely”+|7T|Y=0 (21.1) 

出 现 非 零 解 时 的 | 了 | 值 . 这 个 解 也 直接 确定 了 失 稳 后 杆 的 形变 特性 . 

在 本 节 的 习题 中 给 出 了 一 系列 不 同 弹性 系统 失 稳 的 典型 情况 . 


习 题 


1. 试 确定 两 端 铵 支 的 杆 的 临界 压缩 力 . 
解 : 因为 我 们 感 兴趣 的 是 方程 (21.1) 的 非 零 解 中 出 现 的 最 小 值 | 了 | , 故 只 
需 研 究 这 两 个 方程 中 了 和 J 较 小 的 那个 方程 就 足够 了 . 设 1 < 了 ,方程 
ELX” +|T|X”"=0 
的 解 具 有 如 下 形式 : 
X=A+Bz+Csinkz+ Deosks, k= (|T|/EL,)™. 
在 z=0 和 z=1 时 ,满足 条 件 洲 =0,X”"=0 的 非 零 解 是 
= Csin kz, 
而 且 应 有 sin kl =0. 由 此 得 到 待 求 的 临界 压缩 力 : 
T, = mw EL/L. 
杆 失 稳 后 的 形状 由 图 19(a) 示 出 . 
2. 同 习题 1, 但 是 杆 的 两 端 为 固 支 ( 见 图 19(b) ). 
答案 : 7 =4m EL/L. 
3. 同 习题 1 ,但 是 杆 的 一 端 国 支 , 另 一 端 自由 (图 19(e) ). 


2 
TEl, 
: T.= ， 
答案 : 7, AF 
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4. 试 确定 放置 在 弹性 基础 上 的 回 截 面 杆 在 两 端 为 镁 支 时 的 临界 压力 ( 参 
见 8$820 习题 7). 

解 : 这 里 ,必须 用 方程 

EIX” + |T|X"+aX=0 
代替 方程 (21.1). 通过 与 前 面 类 似 的 分 析 得 到 方程 的 解 为 
X = Asin es T= | 712 十 2 

而 且 式 中 的 整数 nn 必须 取 使 T, 达到 最 小 的 值 . 当 a 值 足够 大 时 ,得 到 n>1, 亦 
即 杆 失 稳 后 变 成 有 若干 个 波形 的 杆 . 

5. 两 端 国 支 的 圆 截 面 杆 受 到 扭转 . 试 确定 扭转 的 临界 值 , 超 过 该 值 后 杆 的 
直线 形状 即 变 为 不 稳定 . 

解 : 捏 转角 的 临界 值 由 捏 转 杆 的 小 挠 度 弯曲 方程 出 现 的 非 零 解 确定 . 为 了 
导出 这 些 方程 ,将 表达 式 (19.7) 


dt 
M= Eltx T+Crt 


( 式 中 7 是 单位 捏 转角) 代入 方程 (19.3) ,得 到 
El x dt+crd_pxt = 0. 
dr dl 
对 该 方程 取 导 数 , 因 是 小 挠 度 弯曲 , 故 在 对 第 一 项 和 第 三 项 取 导 数 时 ,可 认为 
是 常量 并 等 于 沿 着 杆 轴 (z 轴 ) 方 向 的 矢量 加 ;再 考虑 到 dF/dl =0( 因 沿 杆 长 无 
外 力 存在 ) ,于 是 得 到 
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或 表 为 分 量 形式 : . 
jw - xh" =0, X"+xy™ = 0， 
式 中 x =CT/EI. 引入 蕊 = 妃 + 这 作为 未 知 函 数 , 得 到 方程 
上 -it” =0. 
我 们 寻求 满足 边界 条 件 z=0,1 时 =0,E'=0 且 形 如 
€ = a(l +ix -ex<) + bz 


的 解 , 并 求 得 可 以 充当 所 得 a 和 的 方程 共存 条 件 的 关系 式 








id _ 2 + ixl x ne 
2-ix 2 2 
以 上 方程 的 最 小 根 为 xl/2 =4. 49, 于 是 
-= 8-98El 
0 OL 


6. 同 习 题 5, 但 是 杆 的 两 端 为 匀 支 . 
解 : 此 处 我 们 得 到 


志 = al 1 -ee -二 2) + bz 


且 由 e% =1, 亦 即 xl1=2T 确定 x. 所 以 待 求 的 扭转 角 临 界 值 为 
27EI 
Te 一 -Cr 
7. 试 确定 下 端 固 支 的 铅 秋 杆 在 自重 作用 下 的 稳定 极限 . 
解 : 如 果 纵 向 压力 下 .= 了 活着 杆 长 变化 , 则 式 (20.1) 中 的 第 一 项 dF,/dlz 
0 ,而 代替 式 (20. 14) 的 是 
LEX” - (TX'’)’- K, = 0， 
LEY” - (TY'’)’- K, = 0. 
在 所 给 情形 中 , 沿 着 整个 杆 长 都 没有 横向 弯曲 力 , 而 T= -gq(1-z), 其 中 g 是 单 
位 长 度 杆 的 重量 ,z 是 从 下 端点 起 算 的 坐标 . 假设 I, <1, 考虑 方程 
LEX” = TX’ =- g(l ~- z)X' 
( 当 z=1 时 ,自然 有 X"”=0). 以 w=X' 为 待 求 孙 数 ,上 述 方程 的 通 解 是 
Ww 7 [aJ.,s(n) + bJia(n)], 
式 中 
"0 


从 原 边界 条 件 X'=0( 当 z=0),X”=0( 当 z=/), 可 给 出 函数 wu(n) 应 满足 的 
条 件 : 


pt 
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un =0 (7 = 0). 
为 满足 这 些 条 件 ,在 通 解 中 应 当 置 b=0, 同 时 J .1s(mo) =0. 这 个 方程 的 最 小 根 
是 mo =1.87, 由 此 得 到 杆 的 临界 长 度 
El, 173 
1 = 1.98( =) 
8. 一 端 固 支 的 杆 具 有 1 六 下 的 长 条 形 截 面 , 在 自由 端 施加 力 汪 后 使 村 在 其 
主 平面 xz( 抗 索 刚 度 为 E1,) 内 弯曲 . 试 确定 临界 值 人 ,超过 该 值 后 平面 这 曲 形状 
将 变 得 不 稳定 且 杆 在 侧面 (yz 平面 ) 出 现 弯曲 ,同时 也 受到 捏 转 . 
解 : 由 于 与 El 以 及 扭转 刚度 CO 相 比 刚度 EL 的 值 大 得 多 , 当 相 对 于 侧 向 
大 挠 度 弯曲 已 经 出 现 不 稳定 性 时 ,xz 平面 内 的 弯曲 仍然 是 小 的 . 为 了 确定 开始 
出 现 失 稳 的 时 刻 ,我 们 应 当 建 立 保留 含 好 平面 内 作用 力 j 与 小 位 移 乘 积 成 正比 
项 的 杆 的 侧 向 小 弯曲 方程 . 因为 集中 力 只 施加 于 杆 的 自由 端 , 故 沿 着 杆 的 整个 
长 度 有 下 = 外 ,而 在 自由 端 (z=1) 力 和 矩 MM=0; 由 (19.6) 得 到 相对 于 固定 坐标 系 
%,Y,Z 的 力矩 分 量 : 
M. =0, M,= (1-z)f, M,= (了 上- 0)/ 
式 中 加 =Y(D, 将 这 些 分 量 投影 到 每 一 点 都 与 杆 连 在 一 起 的 坐标 轴 上 ,六 上 ， 
精确 到 一 阶 位 移 项 ,我 们 得 到 
M, = pg(l-z)f, M, = (1 -z)H， 


Mi = (1 -fe +AY-Y), 


式 中 gp 是 扭转 时 杆 截面 的 总 旋转 角 ( 此 处 扭转 角 T=dgp/dz 沿 杆 长 不 是 常数 ). 
另 一 方面 ,根据 (18.6) 和 (18.9) ,在 小 弯曲 时 有 
Mi = - ElY, M, = ELX”, M,= Co 

比较 上 述 两 组 表达 式 , 即 得 到 平衡 方程 

ELX” = (1 -2z)f, 

EILY” =-o(l-z)f, Co = (1-z)fY +(Y-Y)f 

其 中 第 一 个 方程 确定 在 xz 平面 内 杆 的 基本 弯曲 . 现在 需要 求 出 第 二 个 和 第 
三 个 方程 出 现 非 零 解 时 的 f 值 . 从 这 两 个 方程 中 消去 了 ,我 们 得 到 
pg” +h(l-z)p =0, k= Ee 

此 方程 的 通 解 是 


p= Viz ( 太 (1 -2)°)+6 Vi-z (0 - 3? 


@ 当 狭 矩形 截面 具有 宽 关 和 高 上 六 六 时 ,我 们 有 - 
El = 多 El, = bhp C= 站 


* 100. 第 二 章 ” 丁 和 板 的 平衡 


在 固 支 端 (z=0) 应 有 gp=0, 而 在 自由 端 捏 转 力 短 Cp' =0. 由 第 二 个 条 件 有 a = 
0, 而 由 第 一 个 条 件 给 出 J_i(k/2) =0. 这 个 方程 的 最 小 根 为 kl2/2 =2. 006， 
由 此 

4. 
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如 果 在 形变 物体 内 发 生 运动 ,物体 温度 一 般 来 说 绝 不 会 是 常量 , 它 不 仅 随 
时 间 变 化 ,而 且 沿 物体 逐 点 变化 . 在 任意 运动 的 一 般 情况 下 ,这 就 使 精确 运动 方 
程 变 得 非常 复杂 ， 

但 是 ,由 于 在 物体 的 各 部 分 间 以 热传导 方式 进行 的 热量 传递 通常 十 分 组 
慢 , 故 情况 得 以 简化 . 如 果 在 与 物体 内 部 振动 运动 周期 同 数量 级 的 时 间 间 隔 内 
实际 上 没有 发 生 热 交换 , 则 可 将 物体 的 每 一 部 分 都 看 作 是 隔 热 的 , 亦 即 运动 是 
绝热 的 . 而 在 绝热 形变 时 以 ui 表示 osw 的 公式 仍 以 通常 的 公式 表示 ,唯一 的 差别 
仅 在 于 式 中 用 EE,o 的 绝热 值 ( 见 86) 取 代 了 通常 所 用 的 等 温 值 . 以 后 我 们 将 认 
为 这 个 条 件 是 满足 的 ,本章 所 用 的 五 和 都 应 理解 为 绝热 值 

为 了 得 到 弹性 介质 的 运动 方程 ,应 使 物体 内 应 力 所 导 致 的 力 3o /6x; 等 于 
加 速度 羡 ,® 乘 以 体积 质量 ( 即 它 的 密度 p): 


如 0Cik 
uu, 二 . 
p 上 上 Ox. 





(22.1) 
这 是 运动 方程 的 一 般 形式 . 





@ 当然 ,质点 速度 "与 其 位 移 的 导数 站 是 相等 的 . 但 我 们 必须 强调 指出 ,把 这 两 个 量 等 同 绝 不 意味 
着 这 是 不 言 而 喻 的 . 在 晶体 中 ,矢量 “是 晶 格 格 点 的 位 移 , 而 速度 ”在 连续 介质 力学 中 被 定义 为 单位 质量 
物质 的 动量 . 严格 说 来 ,只 是 对 于 理想 的 晶体 , 亦 即 其 中 每 一 个 晶 格 格 点 (而 且 只 在 晶 格 格 点 上 ) 都 有 一 
个 原子 时 ,等 式 v=w 才 是 正确 的 . 如 果 晶 体 含有 缺陷 (存在 没有 填充 原子 的 格 点 一 一 空 穴 ,或 者 相反 ,在 
格 点 之 间 有 多 余 的 原子 ) , 则 借助 于 缺陷 扩散 使 原子 “ 穿 过 晶 格 ”, 在 未 形变 的 晶 格 中 仍 可 能 存在 质量 迁 
移 ( 亦 即 动量 不 为 零 ). 把 v 和 w 等 同意 味 着 由 于 扩散 缓慢 或 缺陷 密度 小 而 忽略 了 这 些 效 应 . 
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特别 是 ,对 各 向 同性 弹性 介质 ,运动 方程 可 以 根据 平衡 方程 (7.2) 直 接 写 出 
来 . 于 是 我 们 有 

P = 元 这 站 1 pr 
因为 假定 所 有 的 形变 都 是 小 的 ,所 以 在 弹性 理论 中 研究 的 运动 属于 小 弹性 
振动 或 小 弹性 波 . 我 们 首先 研究 各 向 同性 无 限 介质 中 的 平面 弹性 波 , 亦 即 形变 z 
仅 是 某 一 坐标 (比如 说 x) 和 时 间 的 函数 的 波 . 这 时 ,方程 (22. 2) 中 所 有 关于 yy 

和 zz 的 导数 均 消 失 了 . 于 是 得 出 矢量 zx 的 单独 分 量 的 如 下 方程 : 
Qu, 1 9 u, 0 9 19u 


u. (22. 2) 











De ? 2 -五 一 盖 =0 (22.3) 
0% c: 8 Ox c2 dt 
(关于 w, 的 方程 与 ww 的 方程 一 样 ) , 式 中 引入 了 记号 人 
二 五 (1 -0) 12 ~ E 1/2 
< 二 [起 +o)(l | ， C，= [| (22.4) 


方程 (22. 3) 就 是 通常 的 一 维 波动 方程 ,其 中 引入 的 量 c 和 e 是 波 的 传播 
速度 . 我 们 看 到 , 波 的 传播 速度 是 不 同 的 ,对 于 分 量 u, 是 一 种 速度 ,而 对 于 分 量 
2 和 uw, 是 另 一 种 速度 . 

这 就 是 说 ,实质 上 弹性 波 是 独立 传播 的 两 个 波 : 其 中 一 个 波 (u,) 的 位 移 方 
向 沿 波 传播 方向 ,这 样 的 波 称 为 纵波 , 它 的 传播 速度 是 c,; 而 另 一 个 波 (u us) 
的 位 移 方 向 在 与 波 传播 方向 垂直 的 平面 内 ,这 样 的 波 称 为 横 波 , 它 的 传播 速度 
是 6.. 由 式 (22.4) 显 见 , 纵 波 的 传播 速度 c, 总 是 大 于 横 波 的 传播 速度 c,@ : 

cl > (4/3) ce. (22.5) 
速度 c 和 , 分 别称 为 纵向 声速 和 横向 声速 . 

我 们 知道 ,在 形变 时 体积 的 改变 是 由 应 变 张 量 对 角 线 项 之 和 , 即 值 w=V:u 
确定 的 . 对 于 横 波 ,只 有 分 量 w, ,uw,, 而 由 于 它们 既 与 y 无关, 又 与 z 无 关 , 所 以 对 于 
横 波 V . u =0, 这 就 意味 着 , 横 波 与 物体 各 部 分 的 体积 变化 无 关 . 相反 ,对 于 纵波 
V za 关 0, 即 纵波 伴随 有 物体 内 的 压缩 和 拉 伸 . 

将 波 分 为 以 不 同 速度 独立 传播 的 两 个 部 分 的 做 法 ,可 以 推广 到 无 限 空 间 中 
任意 ( 非 平面 的 ) 弹 性 波 的 一 般 情 形 . 

引入 速度 c 和 c, 后 ,把 方程 (22.2) 重 写 为 : 

让 = cAz +(c -ce) VV EL (22. 6) 
将 矢量 w 表示 为 两 部 分 的 和 : 


@@ 这 里 我 们 也 给 出 用 压缩 模 量 . 剪 切 模 量 和 拉 梅 系数 表示 的 速度 ci\c, 的 表达 式 : 
cr = [(3K +4p)/3p]'®? = [(A+2p)/p]®?, c= [up] 
@ 事实 上 ,由 于 6 只 在 从 0 到 1/2 的 范围 内 变化 (参见 8$5) ,因而 存在 更 强 的 不 等 式 : 
ct > cv2. 
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uu=uU,+u,, (22.7) 
其 中 的 一 个 满足 条 件 
V.z =0, (22. 8) 
而 另 一 个 满足 条 件 
Vxu,=0. (22.9) 


由 矢量 分 析 可 知 ,这 样 的 表示 总 是 可 能 的 (因为 一 个 矢量 总 可 以 表示 为 某 个 矢 
量 的 旋 度 与 某 个 标量 的 梯度 之 和 的 形式 ). 
将 w=u+u, 代入 (22.6) ,我 们 得 
+ = Aut) + (ct -0c) VY.u. (22. 10) 
将 这 个 方程 的 两 边 作用 散 度 算 子 VY. ,由 于 Vu, =0, 就 得 到 
Vi=cCAV ut+t+(c -coc)AV'.u,, 
或 
V. (i-cAu) =0 
另 一 方面 ,由 (22.9) 式 ,上 式 圆 括号 内 表达 式 中 的 旋 度 也 等 于 零 . 而 如 果 一 个 矢 
量 的 旋 度 和 散 度 在 全 空间 中 都 等 于 零 , 则 该 矢量 必 恒 等 于 零 . 于 是 
-cAu, = 0. (22. 11) 
ot 
类 似 地 ,对 方程 (22. 10) 作用 旋 度 算 子 ,并 考虑 到 V xz =0 和 任何 梯度 的 
旋 度 都 等 于 零 ,我 们 得 到 





Vx (i -cAu,) =0. 

由 于 图 括号 内 的 表达 式 的 散 度 也 等 于 零 , 于 是 我 们 又 得 到 形 如 式 (22. 11) 的 方程 : 
-cAu, = 0. (22. 12) 
ot 

方程 (22. 11) 和 (22. 12 ) 是 通常 的 (三 维 ) 波动 方程 ,分 别 对 应 于 波 速 为 c 

或 c, 的 弹性 波 的 传播 . 其 中 的 一 个 波 (a,) 与 体积 改变 无 关 ( 由 于 V ' zu =0) ,而 

另 一 个 (w,) 则 伴随 有 体积 的 胀 缩 . 

在 单 色 弹性 波 中 ,位 移 矢 量具 有 如 下 形式 : 





u = Re{uo(r)e |, (22. 13) 
式 中 zw 是 坐标 的 函数 . 这 个 函数 应 满足 方程 
cAz +(c -co)VV u, + wu, = 0. (22. 14 ) 
单 色 波 的 纵向 和 横向 部 分 分 别 满足 方程 
Au, + kiu, =0, Au, + ku, =0, (22. 15) 


式 中 = w/ci, k= w/c, 对 应 于 纵波 和 横 波 的 波 矢 量 . 
最 后 ,我 们 来 研究 平面 单 色 波 在 两 种 不 同 介质 分 界面 上 的 反射 和 折射 . 这 
时 应 当 注 意 ,反射 和 折射 时 波 的 特性 一 般 来 说 是 要 发 生 改 变 的 . 假设 在 分 界面 
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上 射 人 的 是 单纯 的 横 波 或 单纯 的 纵波 ,而 最 后 得 到 的 却 是 既 包含 横 波 又 包含 纵 
波 的 混合 波 . 只 有 人 射 波 垂直 于 分 界面 人 射 ,或 以 任意 角度 人 射 的 横 波 的 振动 
方向 与 分 界面 平行 这 两 种 情形 , 波 的 特性 才 不 会 发 生 改变 (由 对 称 性 考虑 便 可 
以 得 出 这 样 的 结论 ). 
确定 反射 波 和 折射 波 方向 的 关系 式 , 可 以 直接 从 频率 的 不 变性 和 波 矢 量 在 
分 界面 上 的 切 向 分 量 的 不 变性 得 到 2?. 设 0 和 2 分 别 为 人 射 角 和 反射 角 ( 或 折射 
角 ) ,而 和 "为 两 种 波 的 波 速 . 这 时 有 
sinO C 
sinb' ce” 
例如 , 令 人 射 波 为 横 波 ,这 时 。 = ca 是 第 一 种 介质 中 的 横 波 波 速 ,而 对 于 反 
射 波 中 的 横 波 同样 有 ' = ca ,因此 由 (22. 16) 给 出 





(22. 16) 








9 =0， 

即 人 射 角 等 于 反射 角 . 对 于 反射 波 中 的 纵波 ,有 “ = cn ,因此 
sing _ Cn 
sing’ en 

对 于 折射 波 中 的 横 波 部 分 有 = co , 当 人 射 波 也 是 横 波 时 ,有 
sing ca 
sing’” co 

类 似 地 ,对 于 折射 波 中 的 纵波 ,有 
sing _ Cn 
sing’ cp 
习 题 


1. 纵向 单 色 波 以 任意 角 向 物体 与 真空 的 界面 入 
射 , 试 确定 反射 系数 . 
解 : 反射 时 通常 既 出 现 反 射 纵 波 , 也 出 现 反射 模 
波 . 从 对 称 观点 考虑 ,很 明显 在 反射 横 波 中 位 移 矢 量 
将 完全 位 于 入 射 面 内 (图 20, 其 中 ,ni,n, 分 别 是 沿 
入 射 方向 ,反射 纵波 方向 和 反射 横 波 方向 的 单位 矢 
量 ; Uo ,UiyU, 分 别 是 相应 的 位 移 和 拓 量 ). 物体 中 的 总 
位 移 等 于 下 面 的 和 式 ( 为 简便 起 见 , 省略 了 公共 因子 
e ”): 
u = Asnoe™” 


> SP 


+ Ame'’ + Aa x ne™ 








@ 参见 本 教程 第 六 卷 $ 66. 那里 所 述 的 所 有 概念 在 这 里 也 完全 适用 . 
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(a 是 重 直 于 入 射 面 的 单位 舌 量 ). 波 矢量 的 绝对 值 为 : ko = 后 = w/c, kk, = w/e,， 
而 入 射 角 0 和 反射 角 bi ,0, 之 间 的 关系 为 0, =0,,sing, = sin gu 之 , 我 们 得 到 在 物 
i 


体 界面 上 应 变 张 量 的 分 量 : 
u,, = iko (Ao + 4)cos 6 + iA,k,cos bsing,， 
un = iko(Ao + 4,), 


= 这 (4，- 4,)singucos 6 + hik( cos’0, ~ sin’0,) 


1 


( 式 中 略 去 了 公共 指数 因子 ). 应 力 张 量 的 分 量 按照 一 般 公式 (5. 11) 计 算 . 此 公 
式 现在 可 以 方便 地 写 为 
Oi = 2peius + pet - 2cr)un6u， 
介质 自由 表面 上 的 边界 条 件 为 on =0, 由 此 得 go =0,, =0, 并 给 出 两 个 通过 
4。 表示 4 ,4 的 方程 . 最 后 计算 结果 为 
cisin20,sin20, - crcos "20， 
A 
cisin20,sin20, + cicos 20, 
2cic,sin2006c0s20, 
cisin20,sin20, + crcos220， 
当 b0 =0 时 ,4 = -4o,4,=0, 亦 即 入 射 波 全 部 作为 纵波 被 反射 回来 . 纵向 反射 
波 垂直 于 介质 表面 分 量 的 能 流 密度 与 纵向 入 射 波 的 能 流 密度 之 比 为 


4 = 一 


ti 














4 |? 
R, = > 
同样 ,对 于 横向 反射 波 ,比值 为 
ccos0, | 4,1? 
cicos Oo 并 
自然 ,R, + R,=1. 


2. 同 习题 1 ,但 入 射 波 为 横 波 (其 振动 方向 位 于 入 射 平 面 内 )@. 
解 : 反射 波 既 有 横 波 也 有 纵波 ,并且 0, =b,cisinbg; =cisinbu. 总 位 移入 量 为 


u = a X1hoet 7 +nAe* +Q@X124ee 
得 到 如 下 有 关 反 射 波 振幅 的 表达 式 : 
.4, cisin20,sin 20, — cicos’200 
Ao 本 clsin20,sin20, + crcos?20 
4 2cic,sin2gocos20。 


4。 csin20,sin20, + cicos220。 





@ 如 果 振 动 垂 直 于 人 射 面 , 则 波 将 以 同样 的 形式 反射 回来 ,所 以 尽 , =1. 
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3. 试 确定 半径 为 尺 的 弹性 球 径 向 固有 振动 的 频率 . 

解 : 选择 原点 位 于 球 心 的 球 坐 标 . 径 向 振动 时 ,& 的 方向 活着 半径 ,并 且 只 
与 + 和 时 间 t 有关. 因此 Vxu=0. 引入 位 移 “ 势 "gp, 使 之 符合 于 ,= = gp/ar. 
把 通过 gp 表示 的 运动 方程 归结 为 波动 方程 [Ap = 8, 或 随时 间 周 期 振动 
(ce ”) 的 方程 : 


09/20) _p -多 
A sk es 人 ee (1) 
在 除 球 心 外 的 整个 球 内 ,这 个 方程 的 有 限 解 为 
= A Sinkr 


( 式 中 未 写 出 时 间 因 子 ). 径 向 应 力 为 
or = pl(c -2c) us +2cun) = pl(c -2c)Ap +2c9"|, 
或 利用 方程 (1) : 


工 r。 =- wp- 4c Tp. (2) 
p 天 

代入 边界 条 件 o,,(RR) =0, 则 得 方程 
tankR _ 1 





= 一 -一 一 一 一 . 3 
ER 1 - (kRe,/2c,)’ 3) 


上 式 的 根 即 可 定 出 固有 振动 频率 w=cik. 

4. 试 确定 带 有 球 腔 的 无 限 弹 性 介质 径 向 振动 的 频率 ( 设 cj > c,). 

解 : 在 无 限 介质 中 , 球 腔 的 径 向 振动 伴随 有 纵向 声波 辐射 ,因而 引起 能 量 耗 
损 和 振动 的 衰减 . 当 ci > c( 亦 即 玉 > 几 ) 时 ,声波 辐射 小 ,也 可 以 说 振动 的 固有 
频率 具有 小 的 阻尼 系数 . 

方程 (1) 解 的 形式 是 发 散 的 球面 波 : 


ew* w 
p= A k= = 
了 Ci 


借助 于 (2) ,由 边界 条 件 o,,(R) =0, 即 得 





(rR) = 4(1 - iAR). 


了 


由 此 ( 当 ci >>c, 时 ) 


w 的 实 部 给 出 振动 的 固有 频率 ,而 虚 部 给 出 阻尼 系数 . 自然 ,在 不 可 压缩 介质 (cx 
一 o ) 中 是 不 存在 阻尼 的 . 这 些 振动 是 介质 的 剪 切 阻力 (由 天 0) 引起 的 特殊 结果 . 
注意 对 于 这 些 振 动 有 KR=2c,/c, <<1, 亦 即 这 些 振动 对 应 的 波长 远大 于 R( 将 此 
振动 与 弹性 球 的 振动 结果 相 比 很 有 意思 , 当 cl >>c, 时 ,此 振动 第 一 固有 频率 可 
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按 式 (3) 由 kR=T 给 出 ). 
$23 晶体 中 的 弹性 波 


弹性 波 在 各 向 异性 介质 中 ( 亦 即 在 上 晶体 中 ) 传播 所 遵从 的 规律 远 比 其 在 各 
向 同性 物体 中 传播 时 复杂 . 为 了 研究 这 样 的 波 ,我 们 应 返回 到 一 般 的 运动 方程 
Pi = do 
并 利用 关于 oi 的 一 般 表 达 式 (10.3), 即 
Oa = 人 im 了 lz。 
按照 $ 22 节 开 头 所 说 , 式 中 A 所 有 的 分 量 都 是 指 绝热 的 弹性 模 量 . 
将 oo 代入 运动 方程 , 即 得 到 


3 
OX 








2 Oum Am 9 / Ou 家 ee 四 
Bd ib 9x; 2 | gx ) 
1 Ou 1 Ow, 
= 可 和 ixim 万 和 im 








十 4 
2 OX OX 2 Ox,0% 
由 于 张 量 和 Aj, 关于 指标 1 和 m 是 对 称 的 , 故 交换 第 二 项 的 求 和 指标 1 和 m 后 ,我 
们 就 发 现 第 一 项 和 第 二 项 完全 相同 . 于 是 我 们 得 到 运动 方程 : 


.， 8 un 
Pu; = Aim Ep (23. 1) 
现在 来 研究 晶体 中 的 单 色 弹 性 波 . 为 此 ,我 们 应 寻求 运动 方程 形式 为 
u, 3 Woe' 1) 


(wo: 是 常数 ) 的 解 , 而 波 矢量 上 与 频率 w 之 间 的 关系 ,要 由 所 写 出 的 函数 实际 满 
足 方程 (23. 1 ) 来 确定 . 将 u, 对 时 间 求 导数 即 是 以 -io 乘 原 式 ,而 对 x 求 导 数 
即 是 以 il 乘 原 式 . 因此 ,代入 后 的 方程 (23. 1 ) 变 为 
pw u, = 久生 认同 
记 =Suun ,将 上 面 的 等 式 改写 为 
(po Bs, — 入 大) = 0. (23.2) 
这 是 关于 未 知 量 wz ,zs 的 三 个 一 次 齐 次 方程 组 . 众所周知 ,这 种 方程 组 只 有 
当 其 系数 行列 式 等 于 零 时 , 即 方程 
| Ai ~ pwd, |=0 (23. 3) 
成 立时 有 非 零 解 . 
这 些 方程 确定 了 频率 与 波 矢 的 关系 ,这 种 关系 通常 称 为 波 的 色散 关系 , 确 
定 它 的 方程 称 为 色散 方程 . 方程 (23. 3) 是 关于 w? 的 三 次 方程 ,一 般 来 说 , 它 有 
三 个 不 同 的 根 w*” =w;(k) , 即 色散 关系 的 三 个 分 支 . 将 其 中 的 每 一 个 根 依次 代 
回 到 方程 (23. 2) 并 求解 , 即 得 到 这 些 波 的 位 移 矢 量 的 方向 , 即 通常 所 说 的 偏 
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振 方 向 (自然 ,由 于 方程 自身 的 齐 次 性 ,矢量 u 的 绝对 值 不 能 由 方程 (23. 2) 确 
定 , 仍 然 是 任意 的 )?. 具有 同一 个 波 矢 大 的 三 个 波 的 偏振 方向 相互 垂直 . 这 一 
重要 结果 ,也 可 以 由 把 方程 (23. 3) 看 作 是 确定 二 阶 对 称 张 量 Akik,@ 的 主 值 
方程 而 直接 得 到 ,因而 方程 (23.2) 也 就 确定 了 这 一 张 量 的 主 方向 . 众所周知 , 主 
方向 是 相互 垂直 的 . 但 一 般 来 说 ,相对 于 大 的 方向 而 言 ,这 些 方向 之 中 的 任何 一 
个 既 不 是 纯 纵向 的 ,也 不 是 纯 横 向 的 . 

波 的 传播 速度 ( 它 的 群 速度 ) 由 下 面 的 导数 给 出 : 


_ 90 
Us= 5k (23.4) 


(参见 本 教程 第 六 卷 8 67). 在 各 向 同性 介质 中 ,w(K) 与 绝对 值 天 成 正比 关系 ， 
因此 该 速度 的 方向 与 波 矢量 的 方向 一 致 . 而 在 晶体 中 并 非 如 此 ,一般 来 说 , 波 的 
传播 方向 与 波 矢 大 的 方向 并 不 一 致 ,只 对 某 些 特殊 方向 ( 唱 体 的 对 称 轴 方 向 ) 矢 
量 上 和 了 才 是 共 线 的 . 

由 色散 方程 (23.3) 可 见 , 在 晶体 中 w 是 矢量 天 的 分 量 的 一 次 齐 次 函数 (如 
果 引 入 比值 w/% 作 为 未 知 量 , 则 方程 的 系数 与 无 关 ). 因此 ,速度 UU 是 上.,k,， 
.的 零 次 齐 次 函数 . 换 句 话说 , 波 的 传播 速度 是 其 传播 方向 的 函数 ,与 频率 无 关 . 

如 果 我 们 在 大 空间 ( 亦 即 在 六 ,及 ,大 坐标 中 ) 对 于 色散 关系 中 的 任 一 分 支 
构造 一 个 频率 等 值 面 w(k) = const, 则 矢量 (23.4) 的 方向 与 等 值 面 的 法 线 方向 
重合 . 很 明显 ,如 果 等 值 面 处 处 都 是 凸 的 , 则 UV 和 大 的 方向 之 间 的 关系 是 单 值 
的 : 每 一 个 的 方向 对 应 一 个 确定 的 吕方 向 ,反之 亦 然 . 如 果 频 率 的 等 值 面 并 
非 处 处 都 凸 , 则 这 个 关系 变 为 非 单 值 关系 : 每 一 个 上 的 方向 依旧 对 应 (给 定 色 
散 关系 分 支 上 的 ) 一 个 吕方 向 ,但 一 个 给 定 的 品 方 向 却 可 能 有 几 个 不 同 的 方 
向 与 之 对 应 . 


习 题 


1. 试 确定 立方 唱 体 中 弹性 波 的 色散 关系 :(1) 波 在 立方 唱 体 [001] 易 面 即 
立方 体 界 面 上 传播 ;(2) 波 在 [111] 晶 面 方向 即 立 方 体 对 角 线 方向 上 传播 . 

解 : 立方 上 晶体 的 非 零 弹性 模 量 有 入 ,三 入 1， 入 wy 三 和 2， Aww 三 和 3( 以 及 与 它 
们 相等 的 由 x,y,z 中 其 它 指标 对 置换 指标 x,y 得 到 的 分 量 ,参见 810). 坐标 轴 
X,Y,Z 沿 着 立方 体 的 棱 . 





@ 在 各 向 同性 物体 中 ,这 些 分 支 是 w=cik( 纵 向 偏振 波 ) 以 及 同 两 个 独立 横向 偏振 波 对 应 的 两 个 重 
根 w=c,k. 
@ ”由 张 量 Am 的 对 称 性 质 , 我 们 有 
| Ainm br kr = Apimbkrk: = Ammikek. 
后 一 个 表达 式 与 前 一 表达 式 的 区 别 只 在 于 佛 标 符号 夺 ,!, 亦 即 张 量 和 kski 实际 上 是 关于 指标 i,m 对 称 的 . 
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(1) 选取 [001] 面 作为 xy 平面 ,并 设 09 为 该 平面 的 波 和 失 量 有 和 x 轴 的 夹 角 . 
构建 并 求解 色散 方程 (23.3) , 即 得 到 色散 关系 的 三 个 分 支 : 


1 
p12 = 本 {A 二 As 士 [ (A, -A,)” = 


-4(A + A,) (A, — A, - 2As)sin’gGcos’0] 一 |， 
pw3 =Ask. 
第 三 个 分 支 的 波 是 沿 z 轴 偏 振 的 模 波 . 前 两 个 分 支 的 波 是 在 xy 平面 内 偏振 的 
波 . 从 对 称 性 考虑 ,很 明显 ,所 有 这 些 波 的 传播 速度 U=aw/6k 也 在 xy 平面 内 ， 
因此 所 得 表达 式 足 以 将 它 算 出 . 
当 8=0( 下 沿 x 轴 ) 时 ,有 
po’ = Aik, pws = Ask, 
并 且 1 波 是 纵波 ( 沿 着 x 轴 偏振 ) ,而 2 波 是 横 波 (活着 y 轴 偏 振 ). 
当 9=T/4 (kk 沿 立方 体 界面 的 对 角 线 ) 时 ,有 
pawl = (A +A + 2A3)k, po3 = (A — A,) FE. 


其 中 1 波 是 纵波 ,而 2 波 是 横 波 并 在 xy 平面 内 偏振 . 
(2) 在 这 种 情形 下 , 波 矢量 的 分 量 上 =k = 上 ,=k/Y3. 色散 方程 的 解 是 


pw? = (A + 2A, + 4A;,)， 


1 
p23 = 3k (A — A, + A,). 


其 中 1 波 是 纵波 ,2 波 和 3 波 是 横 波 . 
2. 试 确 定 六 方 唱 系 晶体 弹性 波 的 色散 关系 . 
解 : 六 方 唱 系 有 五 个 独立 的 弹性 模 量 (参见 $10 的 习题 1) ,对 它们 引入 记号 : 
A = Ar = 0 Asmy = 0 Ay = 0 -26, 
As = Aoa = c， Au = My = d, A = 
令 z 轴 的 方向 党 着 六 次 对 称 轴 , 而 x,y 轴 的 方向 可 以 任意 选择 . 我 们 选取 xz 平 
面 使 波 矢量 无 位 于 其 内 . 这 时 = ksin9,k,=0,k, =khcos0, 其 中 0 是 上 与 z 轴 的 
夹 角 . 构建 并 求解 方程 (23.3) ,得 到 
pol = kr (bsin’0G + dcos’0), 


paw32 3 三 了 [lasin’0 + fecos0+d+ 


+ [|(a—-d)sing + (d -f)cos’0)’ +4(c +d)’sin’bcos’0]' |}. 
当 08=0 时 ,有 
Ba 
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其 中 3 波 是 纵波 ,1 波 和 2 波 是 横 波 . 
$24 表面 波 


在 介质 表面 附近 传播 而 不 穿 人 介质 深 处 的 波 是 弹性 波 的 一 种 特殊 形式 , 即 
瑞 利 波 (J. W. Rayleigh ,1885 ). 
把 运动 方程 写 为 (22. 11) , (22. 12) 的 形式 : 
ne pA (24.1) 
at 
( 式 中 是 矢量 u,,u, 之 一 的 任意 一 个 分 量 , 而 c 是 相应 的 速度 c, 或 c,) ,并 寻求 
其 适合 表面 波 的 解 . 假设 弹性 介质 的 表面 是 平面 并 把 它 选 作 xy 面 ,并 设 介质 对 
应 于 z<0 的 区 域 . 
我 们 来 研究 沿 着 * 轴 传 播 的 “平面 " 单 色 表 面 波 ,其 中 函数 u(i,x,z) 具 有 如 
下 形式 : 
u = el f(s), 
式 中 函数 /(z) 满 足 方程 1"=xf 引入 记号 


«= (已 - 气 】 . i (24.2) 


如 果 尼 -wz/e <0, 则 所 z) 是 周期 函数 , 亦 即 我 们 得 到 的 是 通常 在 介质 整个 体 
积 内 不 消失 的 平面 波 . 因此 ,应 该 认为 大 - oves >0, 于 是 x 为 实数 . 这 时 ,方程 
具有 exp( + xz) 形 式 的 解 , 应 从 中 选取 - m 时 训 减 的 函数 

这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 运动 方程 的 解 ; 2 

wu conste ei -0 ex. : (24.3) 
它 对 应 于 在 介质 内 部 迅速 ( 按 指 效 ) 衰减 的 波 , 即 波 只 4 在 介质 表面 附近 传播 x 值 
定 波 的 衰减 速度 . 

波 的 真实 位 移 矢量 ze 为 矢量 w, 与 zi 之 和 ,这 两 个 矢量 中 每 一 个 的 分 量 者 
满足 方程 (24. 1) , wu, 的 速度 为 = c, uw, 的 速度 为 = ce. 在 无 限 介质 中 的 体积 波 
情形 下 ,这 两 部 分 是 西 个 相互 独立 传播 的 波 . 而 在 表面 波 的 情形 下 ,由 于 边界 条 
件 的 存在 ,把 它 分 为 两 个 相互 独立 的 部 分 不 再 可 能 . 位 移 矢 量 w 应 当 由 矢量 好 
和 z&, 的 线性 组 合 来 确定 . 关于 这 后 两 个 矢量 ,必须 指出 ,现在 它们 完全 没有 平行 
和 垂直 于 位 移 分 量 传播 方向 的 直观 意义 了 . 

为 了 确定 矢量 wu, 和 uw, 的 线性 组 合 以 给 出 真实 的 位 移 wu, 必 须 考虑 物体 边 
界 条 件 . 由 此 确定 波 矢量 上 和 频率 w 之 间 的 关系 ,因此 也 确定 波 的 传播 速度 . 在 
自由 表面 上 必须 满足 on, = 0 的 条 件 . 因为 法 向 矢量 n 平行 于 z 轴 , 故 由 此 得 
出 以 下 条 件 : 
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所 以 
us =0, uw =0, ol(u, +u,) + (1l-o)u,=0. (24.4) 
因为 所 有 的 量 都 与 坐标 y 无 关 , 故 由 第 二 个 条 件 给 出 
1 /ou, du, 1 Ou, 
| pe 
考虑 到 式 (24.3) ,由 此 得 到 
u, = 0. (24.5) 
因此 ,表面 波 中 的 位 移 矢 量 位 于 通过 传播 方向 并 垂直 于 表面 的 平面 内 . 
波 的 “横向 "部 分 二 应 满足 条 件 (22.8) , 即 V .wu,=0 或 
Ou, Ou,, 
Ox 四 0z 
根据 式 (24.3) ,由 这 一 条 件 得 到 等 式 
iu + xu,, = 0， 


依 此 确定 比值 w/w. 于 是 我 们 有 





= 0. 


us = x,aexp(ikx + x,z 一 iwt), | (24.6) 
LU， = — ikaexp(ikx + Xiz - iwt). 
式 中 o 是 常数 . 
波 的 “纵向 ”部 分 ww 满足 条 件 (22.9) , 即 Yxz =0 或 
Ou, Ou 
9z 9x 
由 此 
2 、172 
iku, — xiun = 0， x= (¥ 二 气 | 
Ci 
这 样 一 来 ,就 有 
wi = kbew riot ce ixbew'*" iot, (24. 7) 
式 中 0 是 常数 . 


现在 利用 条 件 (24.4) 中 的 第 一 和 第 三 式 , 将 wa 通过 xu 的 导数 表示 ,并 引入 
速度 cc 和 ,这 些 条 件 即 可 改写 为 


Gu, Qu, 
和 
(24.8) 
9 ou 
ot 20) =0 
在 上 式 中 代入 下 式 : 
Us, = Us + UW» u, 二 WU + UW, 


最 后 ,由 式 (24. 8) 中 的 第 一 个 条 件 给 出 方程 : 
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a(k? + x ) +2bkx,= 0， (24.9) 
由 第 二 个 条 件 导出 等 式 : 
2acixk + b[ci(xi- kr) +2ck] =0， 
或 
2ax + bp +x) =0. (24. 10) 
由 两 个 齐 次 方程 (24.9) 和 (24. 10) 的 相 容 性 条 件 给 出 
(kK? + #2) = 4b x 
或 两 边 平方 并 代入 x, 和 x, 的 值 , 得 
(zr - 竹 ) = 16x ( 疡 -每 ) (等) (24. 11) 
上 面 的 方程 确定 了 w 和 的 关系 . 显然 w = const .天 为 了 确定 比例 系数 ， 
将 这 一 关系 写 为 


wW = cké. (24. 12) 
这 时 ,展开 括号 并 约 去 公共 因子 大 ,我 们 就 得 到 了 关于 上 的 方程 : 
6 4 2 人 S ee c 
£5 — BE + BE (3 -2 各) 16 (1 三 0. (24. 13) 


由 此 显 见 ,é 的 数值 只 与 比值 c,/c, 有 关 , 这 一 比值 是 每 一 给 定 物质 的 某 种 特征 
常量 , 它 本 身 也 只 与 泊 松 比 有 关 : 

oe .1-20 

ct 2(1-c) 
自然 ,# 必须 是 正 实数 ,并 且 & <1( 以 使 ,k 为 实数 ). 满足 这 些 条 件 时 ,方程 
(24. 13) 只 有 一 个 根 . 所 以 ,对 于 每 一 个 给 定 的 c,/ci 值 ,总 共 只 得 到 一 个 确定 的 
é 值 %. 

这 样 一 来 ,如 同体 积 波 一 样 ,表面 波 的 频率 也 正比 于 波 矢量 . 它们 之 间 的 比 

例 系数 是 波 的 传播 速度 : 





U=ceé. (24. 14) 

使 用 这 个 公式 ,表面 波 的 传播 速度 就 可 以 通过 体积 波 的 横 波 速度 c, 和 纵波 速度 

c 来 确定 . 横 波 和 纵波 的 振幅 之 比值 由 上 值 按 下 面 的 公式 给 出 : 
a 2-& 





bs 2-e 
对 于 不 同 的 物质 ,与 o 在 0 到 1/2 内 变化 相对 应 ,比值 c,/e, 的 实际 大 小 在 1W2 
到 0 的 范围 之 间 变 化 . 这 时 上 的 变化 范围 是 从 0. 874 到 0.955. 图 21 给 出 了 上 与 


(24.15) 


@ 方程 (24.11) 化 为 (24.13) 时 丢失 了 w? =0 的 根 (x = Xi =) ,这 个 根 与 上 =0 相对 应 而 且 也 满 
足 条 件 &<1. 但 由 (24.9) 和 (24. 10) 可 知 这 个 根 与 等 式 a= -6 相对 应 ,因此 总 位 移 w=w,+u,=0, 亦 即 
根本 就 没有 运动 . 
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0 的 关系 . 





一 厚度 为 hh 的 平面 平行 层 ( 介 质 1) 位 于 弹性 半空 间 ( 介 质 2) 上 , 且 有 振动 
方向 与 层 边 界 平行 的 横 波 在 平行 层 内 传播 . 试 确定 频率 和 波 矢量 之 间 的 关系 . 
解 : 选 平行 层 与 半空 间 的 分 界面 为 xy 平面 ,并 令 弹 性 半空 间 对 应 于 z<0， 
平行 层 对 应 于 h 宕 z 之 0. 在 层 内 ,我 们 有 
ua = un =0, un = 所 ze wo， 


而 在 介质 2 中 ,我 们 把 在 介质 深 处 衰减 的 波 写 为 : 


= ee pe wz i(kr—wt) S 二 忆 
Us = Us =0, u,, =4e”e = 人 ( 妈 - 气 


对 于 函数 拟 z) 有 如 下 方程 ; 
fxf=0, n= [Ee 
Ci 

(下 面 我 们 将 会 看 到 ,应 有 x >0) ,由 此 有 

f(z) = Bsinxiz + Ccos x1z. 
在 平行 层 的 自由 边界 (z=h) 上 必须 有 ao, =0, 即 9uy1/9z =0. 而 在 两 种 介质 的 分 
界面 上 (z=0) 有 下 面 的 条 件 : 

2 Ou _ Ou 

nT Wa hi 9z ?2 9z 
(ui wa 为 两 种 介质 的 剪 切 模 量 ). 由 这 些 条 件 我 们 得 到 关于 4,B,C 的 三 个 方 
程 , 由 这 些 方程 的 相 容 性 条 件 给 出 
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人 2 

Ha 

这 个 方程 以 隐 式 确定 了 四 与 天 的 关系 , 它 只 在 xi 和 加 为 实数 时 才 有 解 ,因而 总 
有 co >w/k>cu. 由 此 可 见 , 该 波 的 传播 只 有 在 co > cu 的 条 件 下 才 有 可 能 . 


§25 杆 和 板 的 振动 


在 薄板 和 杆 中 传播 的 波 与 在 各 向 无 限 介 质 中 传播 的 波 有 着 本 质 的 区 别 . 我 
们 这 里 所 说 的 波 的 波长 远大 于 杆 或 板 的 厚度 . 相反 的 极限 情形 是 波长 远 小 于 杆 
或 板 的 厚度 ,这 时 可 以 把 杆 或 板 大 致 看 作 是 各 向 无 限 的 ,这 时 我 们 就 重新 得 到 
无 限 介质 中 存在 的 关系 . 

必须 将 平行 于 杆 轴 或 板 平面 方向 振动 的 波 与 垂直 于 杆 轴 或 板 平面 方向 振 
动 的 波 加 以 区 分 . 我 们 首先 从 研究 杆 中 的 纵波 开始 . 

若 在 杆 的 侧 表面 上 没有 任何 外 力作 用 , 则 杆 的 纵向 形变 ( 沿 杆 截面 均匀 ) 是 
简单 拉 伸 或 压缩 . 这 样 一 来 ,在 杆 中 的 纵波 是 简单 拉 伸 或 压缩 沿 杆 长 传播 . 但 
是 ,在 简单 拉 伸 时 ,应力 张 量 的 分 量 中 只 有 os。 不 为 零 (z 轴 沿 着 杆 长 ) , 它 与 应 变 
张 量 的 关系 (参见 55) 为 


tanxih = 





0 = Eu, = Ba 
将 此 式 代 入 一 般 运动 方程 
6 O00 ,y 
phs 
得 到 
2 2 
和 0. (25. 1) 


这 就 是 杆 中 的 纵向 振动 方程 . 我 们 看 到 , 它 具有 通常 波动 方程 的 形式 . 纵波 在 杆 
中 传播 的 速度 等 于 


(Ss (25.2) 


将 该 式 与 o 的 表达 式 (22.4) 比较 ,我 们 发 现 , 它 小 于 无 限 介质 中 纵波 的 传播 
速度 . 

我 们 现在 来 看 薄板 中 的 纵波 . 在 平衡 方程 (13.4) 中 以 -ph 
代替 P. 和 P, 后 , 即 可 立刻 写 出 这 种 振动 的 运动 方程 : 


du 
Ot 





= 和 -号 Ou, 
p af 
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du, 1 Ou, 1 Ou, 1 ou, 


= 一 一 一 一 + 一 一 一 一 一 + 一 -一 一 一 一 
a 1-o dx 2(1+o)s 2(1 -oa) dx0y’ 
2 





pb 
E 
(25. 3) 
dT kh i A 
E a 1-o ay 2(1+o) 9x 2(1 ~ oa) x90y 
现在 来 研究 沿 着 * 轴 传 播 的 平面 波 , 在 这 种 波 中 形变 只 与 x 坐标 有 关 ,而 与 y 坐 
标 无 关 . 这 时 方程 (25. 3 ) 得 到 了 极 大 的 简化 ,并 具有 如 下 形式 : 

0, E Ou, du, E ou, 

a pll-o) aa” 有 2p(l +o) ox 
这 样 一 来 ,我们 又 一 次 得 到 了 普通 的 波动 方程 . u, 方程 和 w, 方程 中 的 系数 是 不 
同 的 . 振动 平行 于 传播 方向 的 波 (u,) ,其 传播 速度 等 于 

E 172 
(十 二 . (25.5) 

而 振动 垂直 于 传播 方向 (但 仍 处 于 板 平面 内 ) 的 波 (w,) ,其 波 速 等 于 无 限 介 质 中 
的 横 波 波 速 c,. 

由 此 可 见 , 杆 和 板 中 的 纵波 与 无 限 介 质 中 的 波 具 有 同样 的 特性 ,区 别 只 是 
传播 速度 的 大 小 不 同 (依旧 与 频率 无 关 ). 但 对 于 杆 和 板 中 的 弯曲 波 得 到 的 却 完 
全 是 另外 一 种 关系 ,在 这 种 情形 下 振动 发 生 在 垂直 于 杆 轴 或 板 平面 的 方向 上 ， 
即 伴 随 有 杆 或 板 的 弯曲 . 

板 的 自由 振动 方程 可 以 在 平衡 方程 (12.5) 的 基础 上 直接 写 出 来 . 为 此 , 必 


须 用 加 速度 与 单位 面积 板 的 质量 ph 之 乘积 代替 式 中 的 - 已 这 样 一 来 . 我 们 
便 得 到 














= 0. (25.4) 


2 
pa + iA 而 (25. 6) 


( 式 中 A 是 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 ). 
现在 来 研究 单 色 弹 性 波 ,与 此 相应 我 们 寻求 形式 为 

¢ = const ，ei( 人 和 9) (25.7) 
的 满足 方程 (25. 6) 的 解 (当然 波 矢量 总 共 只 有 两 个 分 量 ; %, 和 %,). 将 其 代入 
式 (25.6) 得 到 方程 

~ pw + 2 = 0. 
由 此 我 们 得 到 频率 与 波 矢量 之 间 的 如 下 关系 : 

/DY i 2 172 
w=k 人 = (we (25. 8) 

由 此 可 见 ,频率 与 波 撩 量 绝对 值 的 平方 成 正比 ,而 在 无 限 介质 中 波 的 频率 是 与 
波 矢量 绝对 值 的 一 次 方 成 正比 的 . 
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知道 波 的 色散 关系 后 ,就 可 以 根据 公式 (23.4) 求 出 波 的 传播 速度 . 在 给 定 
的 情形 下 ,我 们 得 到 
六 本 [ bE 172 
3p(1 -0o) 
由 此 可 见 , 弯 曲 波 沿 板 的 传播 速度 与 波 矢量 ( 波 数 ) 成 正比 ,而 不 像 在 三 维 无 限 
介质 中 的 波 那 样 是 常量 0. 

对 于 细 杆 的 弯曲 波 也 会 得 到 类 似 的 结果 . 假设 弯曲 振动 是 小 的 . 在 小 挠 度 
弯曲 杆 的 平衡 方程 (20.4) 中 将 力 -K,, -天 , 代 以 加 速度 无 ,了 与 单位 长 度 杆 的 
质量 pS(5 为 杆 的 截面 面积 ) 之 乘积 , 便 得 到 运动 方程 . 由 此 ,有 
8°X 
Oz 3 


我 们 重新 寻求 这 组 方程 的 如 下 形式 的 解 : 


(kz—wt) 
3 


(25.9) 


pS = EL, pSY = Bl, (25. 10) 


和 i(#k2—wt) 
了 = const 。e 3 


并 得 到 沿 * 轴 和 7yY 轴 振动 的 色散 关系 如 下 : 


= const。e 





El 、172 El 、1L72 
(z) 一 | 一 2 (7) 一 * 2 
> Bole FP, ow (5 妨 . (25. 11) 
相应 的 传播 速度 : 
EI 172 EI 172 
(*) = —2 7) = 全 二 25. 
U 2 k, U 2(33) 天 (25. 12) 


最 后 ,我 们 来 研究 杆 的 扭转 振动 . 当 杆 发 生 扭 转 形变 时 , 杆 的 运动 方程 可 由 
表达 式 Car/az( 参 见 $16, 8 18) 等 于 单位 长 度 杆 的 动量 矩 对 时 间 的 导数 得 到 
该 角 动 量 等 于 p199/3t, 其 中 39/31 是 旋转 角速度 (9 是 给 定 截 面 的 旋转 角 ) ,而 

7 = | (x + 只 ) dj 
为 杆 截面 关于 惯性 中 心 的 惯性 矩 ( 纯 扭 转 振动 时 ,每 个 截面 都 将 绕 杆 中 保持 静 
止 的 惯性 轴 作 旋转 振动 ). 写 出 r = py/8z, 即 可 得 到 如 下 形式 的 运动 方程 ; 


ae _ 99 
CP =p (25. 13) 
由 此 可 见 , 扭 转 振动 沿 杆 的 传播 速度 等 于 
C 172 
| (25. 14) 
习 题 


1. 试 确定 长 度 为 1 的 杆 的 纵向 固有 振动 频率 , 杆 的 一 端 固 支 , 另 一 端 自 由 . 


@ 波 矢量 ( 波 数 )k=2m/A, 其 中 入 是 波长 . 因此 ,根据 式 (25.9) , 当 A 一 0 时 ,速度 U0 就 应 无 限 地 增 
长 . 实际 上 这 个 结果 是 毫 无 实际 意义 的 ,因为 公式 (25.9) 不 适用 于 波长 过 短 的 情形 . 
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解 : 在 国定 端 (z =0) 应 有 4 =0, 而 在 自由 端 (z =1) 有 os = Eu。 =0, 即 
ou:/az =0. 我 们 寻求 方程 (25.1) 的 形 如 下 式 的 解 : 
u, = Acos(wt + a)sinkz, k= w(&) 
由 z=l 时 cos 有 刀 =0 的 条 件 得 到 固有 频率 
Ey? (2n+1)m 
当 | 21 
(nn 为 整数 ). 
2. 同 习 题 1 ,但 是 杆 的 两 端 都 自由 或 两 端 都 国定 . 
答案 :在 这 两 种 情形 下 均 有 
E nm 
Da 0 
3. 试 确定 长 度 为 1 的 弦 的 固有 频率 . 
解 : 弦 的 运动 方程 为 


(参见 平衡 方程 (20. 17) ). 边界 条 件 : 当 z=0,l 时 钱 =0. 由 此 得 到 固有 频率 
= 全) 和 
4， 试 确定 两 端 国 支 的 长 度 为 了 的 杆 的 横向 振动 固有 频率 . 
解 : 将 式 
KX = X(z)cos(wt+a) 
代入 方程 (25. 10) 后 , 即 得 到 
d‘X, 
dz 





4 4 2 
=xXo, x=w 


该 方程 的 通 解 是 
Xs = Acosxz + Bsinxz + Ceosh xz + D sinhxz. 
常数 4,B,C,D 由 边界 条 件 确定 : 当 z=0,l 时针 =0, dX/dz =0. 结果 得 到 
Xs, =A{(sinx!l ~ sinhxl) (cosxz - coshxz) — 
— (cosx!l - cosh xl) (sin xz — sinhxz)| 
和 方程 
cosxlcosh xl = 1， 


由 该 方程 的 根 给 出 振动 的 固有 频率 . 其 中 最 小 的 固有 频率 为 


22.4 /到 
min 一 r pS. 


5. 同 习 题 4, 但 杆 的 两 端 是 简 支 的 . 
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解 : 类 似 于 问题 4 的 解 ,最 后 结果 为 
X, = Asin xz， 


而 频 举 由 sin xl =0 确定 , 即 


ee 


_ 9.87 /2 

Wnin = r pS 

6. 同 习题 4, 但 杆 的 一 端 国 支 , 另 一 端 自 由 . 
解 : 得 出 位 移 为 


Xs, =4|(cosxl + coshxl) (cosxz — cosh xz) 


最 小 频率 是 





+ (sinx!l — sinhxl) (sin xz — sinhxz)| 
(在 z=0 端 固 定 , 在 z=1 端 自由 ) ,固有 频率 方程 为 


cosxlcoshxl+1 = 0, 


人 
人 min = ? ps 


7. 试 确定 四 边 简 支 的 边 长 为 a 和 刀 的 矩形 板 的 固有 振动 . 
解 : 将 式 


最 小 频率 为 





& = C(x,y)cos(wt + ao) 
代入 方程 (25.6) 后 , 即 得 到 
At -xto =0, x=w We 
将 板 边 选 为 坐标 轴 . 边界 条 件 (12. 11) 现 在 表示 为 : 


2 
当 x =0,4 时 f=0， 8 -= 0; 
0% 


当 y =0,5 时 上 =0，a5 -0. 
67 
满足 这 些 条 件 的 解 是 


mmx . nmy 


to = A sin sin 








( 式 中 m,n 是 整数 ) ,而 频率 由 下 面 的 等 式 确定 ; 


oh (全 ) + (全 ) 


838. 试 确定 边 长 为 a 和 妃 的 纸 形 膜 振 动 的 因 有 频率 . 
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解 : 膜 的 振动 方程 为 
TAX = phé 
(比较 平衡 方程 (14.9) ). 膜 的 边 必须 是 固定 的 ,所 以 上 =0. 相应 于 纸 形 膜 的 解 
是 


mmx . nmy 
sin pp eos wi, 





Z = A sin 


固有 频率 为 


(mm 轻 是 整数 ). 
9. 杆 的 截面 形状 分 别 为 圆 、 椭 圆 、 等 边 三 角形 和 窄 矩形 , 试 确定 这 些 杆 的 捏 
转 振动 的 传播 速度 ， 
解 : 对 于 半径 为 尺 的 圆 截 面 村 ,惯性 矩 了 = TR4]2, 捏 转 刚 度 C 由 816 的 习 
题 1 取得 ,我 们 得 到 过 度 值 为 (1/p)', 它 与 c, 相同 . 
类 似 地 (利用 516 习题 2 -4 的 结果 ) 得 到 杭 园 截面 杆 的 速度 
2ab 


Ct 
2 2°t% 
a ”二 也 





对 于 等 边 三 角形 截面 村 ,速度 为 
(3/5) ci; 
对 于 窄 矩形 截面 杆 , 亦 即 形状 为 长 矩形 板 的 杆 , 速 度 为 
2k,. 
I 
所 有 这 些 速 度 全 都 小 于 6. 
10. 在 无 限 深 不 可 压缩 液体 的 表面 上 覆盖 一 个 弹性 薄板 . 试 确定 当 波 沿 薄 
板 和 液体 表层 同时 传播 时 波 失 量 和 频率 之 间 的 关系 . 
解 : 选取 板 平面 为 坐标 平面 (z =0) ,而 xx 轴 汲 波 传播 方向 . 设 液体 所 在 区 域 
为 z<0 的 一 侧 . 自由 板 的 运动 方程 为 
opat 
ot Ox 
(po 为 薄板 材料 的 密度 ). 当 存 在 液体 时 ,在 方程 的 右面 应 该 增加 一 项 液体 作用 
于 板 面 单位 面积 上 的 力 , 即 液体 的 压强 p. 但 在 波 中 压强 可 以 通过 速度 势 表示 为 
了 = -peeo/6i (忽略 重力 场 ). 由 此 得 到 方程 
其 次 ,在 液体 表面 上 液体 速度 的 法 向 分 量 必须 等 于 板 上 同一 点 的 速度 ,由 此 得 
到 下 面 的 条 件 : 


poh 


Po 
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ot 90z | :=0 
在 液体 的 全 部 体积 内 势 p 必须 满足 方程 
9 十 2 = 0. (3) 
我 们 寻求 形 为 上 =loe” “的 行 波 ; 据 此 ,我 们 取 方 程 (3) 的 解 为 沿 液体 深度 衰减 
的 表面 波 


(2) 


i(kx—wt) kz 
(kx-wt) © 


p = poe 
将 此 表达 式 代 入 式 (1) 和 (2) , 即 得 到 关于 po。 和 的 两 个 方程 . 由 这 两 个 方程 
的 相 容 性 条 件 得 到 
ks 
2 ee 
w = a Ro 


$26 非 简 谐 振动 


一 般 而 言 , 所 有 弹性 理论 都 是 基于 胡 克 定律 的 近似 这 个 意义 上 ,前面 所 述 
的 整个 弹性 振动 理论 也 是 近似 理论 . 我们 记得 这 一 理论 的 基础 是 把 弹性 能 展开 
为 应 变 张 量 的 竹 级 数 , 并 且 保 留 到 二 次 项 为 止 . 因此 ,应 力 张 量 分 量 可 以 表示 为 
应 变 张 量 分 量 的 线性 函数 ,同时 运动 方程 也 是 线性 的 . 

在 这 种 近似 下 ,弹性 波 最 显著 的 特点 是 :任何 波 都 可 以 表示 为 各 单 色 波 的 
简单 全 加 ( 即 线性 组 合 ) 的 形式 . 每 一 个 单 色 波 都 可 各 自 独 立地 传播 并 可 单独 存 
在 而 不 伴随 任何 无 关 的 运动 . 可 以 说 ,在 同一 种 介质 中 同时 传播 的 不 同 单 色 波 
彼此 之 间 “ 不 相互 作用 ”. 

然而 ,在 转 人 下 一 阶 近似 时 所 有 这 些 特 性 全 都 消失 了 . 高 阶 近似 效应 尽管 
小 ,但 对 某 些 现象 却 能 起 主要 作用 . 由 于 这 些 效应 对 应 的 运动 方程 是 非 线性 的 ， 
不 允许 有 简单 的 周期 ( 即 简 谐 ) 解 ,所 以 通常 称 其 为 非 简 谐 效应 . 

这 里 我 们 考虑 由 弹性 能 中 应 变 的 立方 项 所 引起 的 三 次 非 简 谐 效应 . 相应 的 
运动 方程 的 一 般 形式 相当 烦琐 . 但 我 们 可 借助 于 下 面 的 论证 来 阐述 非 简 谐 效应 
的 特征 . 弹性 能 中 的 立方 项 给 出 应 力 张 量 的 平方 项 ,因此 在 运动 方程 中 也 有 平 
方 项 出 现 . 设想 在 这 些 方程 中 ,所 有 的 线性 项 都 移 到 等 式 的 左 端 , 而 二 次 项 都 移 
到 了 等 式 的 右 端 . 用 逐次 近似 法 求解 这 些 方程 ,在 一 阶 近 似 中 我 们 应 舍弃 所 有 
的 二 次 项 . 这 时 剩 下 的 就 是 通常 的 线性 方程 , 它 的 解 we 可 以 用 const ， e**"" 
形式 的 单 色 行 波 的 释 加 来 表示 ,其 w 和 大 之 间 有 确定 的 关系 . 接 下 来 作 二 阶 近 
似 ,这 时 应 置 w=w。+u ,并 且 在 方程 的 右 端 (平方 项 一 边 ) 仅 保留 wo 项 . 因为 按 
照 定义 ,wu。 满足 没有 右 端 项 的 齐 次 线性 方程 , 故 等 式 左 端 含 uo 的 项 相 消 , 结 果 
我 们 得 到 关于 矢量 u, 的 分 量 的 非 齐 次 线性 方程 组 ,位 于 这 些 方程 右 端的 是 坐 
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标 和 时 间 的 已 知 函 数 . 将 zw 代 和 人 原 方程 右 端 得 到 的 这 些 函 数 是 一 个 和 式 , 其 中 
每 一 项 都 正比 于 形 为 et 或 et? "411% 的 因子 , 式 中 wi， 
wz 和 大 ,Kk 是 一 阶 近似 的 任何 两 个 单 色 波 的 频率 和 波 矢量 . 

众所周知 ,线性 方程 的 这 种 形式 的 特 解 ,是 与 方程 自由 项 ( 右 端 ) 中 所 含 指 
数 因子 相同 且 带 有 适当 选取 系数 的 诸 项 之 和 ,其 中 每 一 项 都 对 应 于 一 个 具有 频 
率 w, +w, 和 波 矢量 k, + 的 行 波 (等 同 于 初始 波 频率 之 和 或 差 的 频率 称 为 组 
合 频率 ). 

这 样 一 来 ,由 三 次 非 简 谐 效应 得 到 的 结果 是 :在 基本 单 色 波 (具有 频率 wi， 
w，,… 和 波 矢量 上 ,k, ,…) 的 集合 上 再 亚 加 上 某 些 弱 强 度 " 波 ”, 这 些 弱 波 的 组 
合 频 率 形 如 w +w; ,而 组 合 波 矢量 形 如 ,+k,. 这 里 ,我们 把 它们 称 为 带 引 号 的 
“ 波 ”, 是 因为 它们 只 是 一 些 修 正 效 应 ,并且 不 能 单独 存在 ( 某 些 特殊 情形 除外 ， 
详 见 下 面 ). 一 般 来 说 ,w, + w, 与 +, 之 间 不 满足 通常 在 单 色 波 中 存在 的 那 
种 频率 与 波 矢量 之 间 的 关系 . 

但 很 明显 ,选取 两 组 特殊 的 wi,k, 和 w,,k, 值 ,使 w, + w, 与 kk +k, 之 间 
(为 了 确切 起 见 ,我 们 将 只 讨论 频率 和 ,而 不 讨论 频率 差 ) 满足 给 定 介质 中 单 色 
波 所 遵从 的 关系 之 一 是 可 能 的 . 引入 记号 os = +w， 和 js = 大 +k,, 从 数学 上 
看 ,可 以 认为 ws ,ks 与 满足 一 阶 近似 下 齐 次 线性 运动 方程 ( 右 端 项 为 零 ) 的 波 相 
对 应 . 如 果 在 二 阶 近似 下 运动 方程 的 右 端 具有 正比 于 含 这 种 os ,Kk 的 e* "3 
项 , 则 如 所 周知 ,这 些 方程 的 特 解 将 是 具有 同样 频率 而 振幅 随时 间 无 限 增 大 
的 波 . 

因此 ,其 和 w;,k, 满足 上 述 条 件 的 两 个 单 色 波 w, ,有 和 w,,k, 县 加 因 非 简 
谐 效 应 而 引起 共振 现象 , 亦 即 产生 新 的 单 色 波 os ,k ,这 个 波 的 振幅 随时 间 增 大 
直到 最 后 不 再 是 小 量 . 显然 ,如 果 在 波 ol ,大 和 w,,k, 肆 加 时 产生 波 os ,ks , 则 
在 波 wo ,k! 和 ws ,ks 玲 加 时 也 将 发 生 共振 ,并 出 现 波 os =ws -ol 已 = 有 一 1， 
而 在 波 w,,k; 和 ws ,大 从 加 时 ,也 将 产生 波 w ,i. 

特别 是 ,在 各 向 同性 物体 中 ,可 借助 于 w=ck 或 w=ck 将 w 和 联系 起 
来 ,而 且 cs >c. 不 难看 出 在 那些 情形 下 ,这 些 关系 中 的 任 一 个 可 对 三 个 波 (w， 
ki; w2 ,ks 和 ws = wi + wi,ks = 大 +k,) 中 的 每 一 个 都 成 立 .如果 和 大 的 方向 
不 相同 , 则 k <%, +&,, 因 此 ,很 明显 这 样 的 k,,k 只 能 在 下 面 的 两 种 情形 下 发 
生 共 振 :(1) wi ,k; 和 w,,k, 是 横 波 ,而 w;,k, 是 纵波 ;(2) wj ,ki 或 w,,k, 中 有 
一 个 是 纵波 , 另 一 个 是 横 波 ,而 w ,ks 是 纵波 . 然而 ,如 果 矢 量 和 , 的 方向 相 
同 , 则 在 三 个 波 全 都 是 纵波 或 全 都 是 横 波 时 均 可 发 生 共 振 . 

引起 共振 现象 的 非 简 谐 效应 不 仅 在 某 些 单 色 波 秋 加 时 发 生 ,而 且 即 使 在 总 
共 只 有 一 个 波 wo ,ki 的 情形 下 也 能 发 生 . 在 这 种 情形 下 ,运动 方程 的 右 端 有 与 
e 成 比例 的 项 . 而 如 果 wi ,大 满足 通常 的 关系 式 , 则 由 于 这 个 关系 式 是 
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一 次 齐 次 关系 式 ,2w, ,2K, 也 满足 这 一 关系 式 . 这 样 一 来 ,除了 已 存在 的 单 色 波 
wk 之 外 , 非 简 谐 效应 还 导致 了 具有 二 倍 频 率 和 二 倍 波 矢 量 (2w, ,2k, ) 的 波 的 
出 现 ,而 且 这 个 波 的 振幅 随 着 时 间 的 增加 而 增 大 . 

最 后 ,我 们 简单 地 谈 谈 如 何 建立 考虑 非 简 谐 项 的 运动 方程 . 现在 ,应 变 张 量 
必须 由 完全 的 表达 式 (1.3) 确 定 : 

1 /Ou; 6 Qu, Ou 
ee 

式 中 不 可 忽略 wu, 的 平方 项 . 其 次 ,对 于 具有 给 定 对 称 性 的 物体 ,能 量 密度 多 0 了 的 
一 般 表 达 式 应 该 写成 标量 形式 ,这 些 标量 是 由 张 量 uj 的 分 量 和 一 些 表 征 物体 材 
料 特性 的 常 张 量 组 成 ,其 中 包含 的 项 应 达到 所 需要 的 宕 次 . 然后 ,将 关于 zu 
的 表达 式 (26.1) 代 入 ,并 弃 去 忆 的 过 高 适 次 的 项 ,我 们 便 得 到 能 量 多 , 它 是 导数 
9u./9x; 的 函数 ,并 具有 所 需要 的 精度 . 

为 了 得 到 运动 方程 ,我 们 注意 下 面 的 结果 . 变 分 8 多 可 以 写 为 
9 多 Ou; 


(26. 1) 








SE = 一 一 一 一 一 8 一 

Bou/ dr) Ax,” 
或 引入 记号 

05 
Oi = 0( Ou./ x0)’ (26. 2) 

把 8 多 改写 为 

Bu, 0 

8 = or = (oud) -du 
OA 


Mt OX 
式 中 - 5u; 的 系数 是 单位 体积 物体 所 受 力 的 分 量 ,形式 上 它们 和 以 前 一 样 . 因此 
运动 方程 依然 能 够 写 为 
poii = 2 ， (26. 3) 

式 中 pe 是 物体 未 形变 时 的 密度 ,而 张 量 分 量 wx 现在 按 式 (26.2) 由 具有 所 需 精 
度 的 多 来 确定 . 张 量 o ,现在 不 再 是 对 称 的 了 . 

我 们 要 着 重 指出 ,现在 这 里 的 ex 已 不 再 具有 动量 流 密度 (应 力 张 量 ) 的 含 
义 . 在 通常 的 理论 中 ,这 样 的 解释 是 由 物体 的 体力 密度 30/6x; 按 物体 体积 积分 
而 得 出 的 . 在 这 种 情形 下 最 为 关键 的 是 积分 时 我 们 没有 区 分 形变 前 与 形变 后 物 
体 上 点 坐标 的 不 同 ,从 而 忽略 了 它们 之 间 的 差别 . 但 是 ,在 转 人 更 高 阶 的 近似 后 
这 种 差别 不 能 再 忽略 ,这 时 限定 积分 区 域 的 表面 不 再 等 同 于 所 研究 物体 形变 后 
区 域 的 真实 表面 了 . 

在 $2 中 已 经 指出 , 张 量 ex 的 对 称 性 是 与 角 动 量 守 恒 相 联系 的 . 现在 ,这 个 








中 这 里 我 们 说 的 是 内 能 多 而 不 是 自由 能 ,因为 这 里 讨论 的 是 绝热 振动 . 
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结论 不 再 成 立 , 这 是 因为 角 动 量 密度 不 应 写 为 xz -xi 六 ,而 应 写 为 
(xi + wi) uu — (we + wy),. 
习 题 
试 将 各 向 同性 物体 弹性 能 的 一 般 表 达 式 写成 三 阶 近似 形式 . 
解 : 由 二 阶 对 称 张 量 的 分 量 可 以 组 成 两 个 平方 标量 (由 和 忆 ) 以 及 三 个 立 
方 标量 (Un yzaztx ,UaUaun). 因此 ,包含 us 二 次 办 和 三 次 畴 的 项 并 具有 标量 系数 
(各 向 同性 体 !) 的 标量 表达 式 的 最 一 般 形 式 ,是 


名 = Wun 十 (地 E | ua 十 Suavaun + Busun + 和 
(zx 和 邮 前 面 的 系数 通过 压缩 模 量 和 剪 切 模 量 表示 ;4,B,C 是 三 个 新 的 常数 ). 
将 ua 的 表达 式 (26.1) 代 入 上 式 ,并 保留 到 三 次 项 , 则 得 到 如 下 形式 的 弹性 能 : 


2 
2 


3 
Wi 


A \ Ou, Qu, Ou B+K J Ou / Ou; \? 
a 
4 | Ox, Ox, OX, 2 3 / Ox, \ Ox 
A Bu,9u, 有 ou,ou,ou CI100 3 
本 wa) 


2 Ox; Bx, dx, Bx, 


十 一 一 一 一 
12 9x, 0xi 9%; 2 Ox, OX, OX 
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晶体 中 的 弹性 形变 不 仅 与 施加 于 其 上 的 外 力 有 关 , 而 且 与 晶体 的 内 部 结构 
缺陷 有 关 . 对 晶体 的 力学 性 质 有 实质 性 影响 的 缺陷 的 主要 形式 是 位 错 . 当然 ,从 
原子 的 微观 观点 探讨 位 错 的 性 质 超出 了 本 书 的 范围 ,本 书 仅 从 弹性 理论 的 角度 
对 这 一 现象 的 纯 宏 观 方面 进行 研究 . 但 是 ,为 了 更 好 地 理解 后 面 所 得 结果 的 物 
理 意义 ,我 们 举 出 两 个 简单 的 例子 ,从 唱 格 结构 的 观点 说 明 位 错 缺 陷 的 性 质 . 

设想 往 图 22 所 示 的 唱 格 截面 中 插入 一 个 “额外 ”的 晶体 半 平 面 , 即 在 此 图 
中 的 yz 平面 的 上 半 部 分 . 该 半 平 面 的 边缘 ( 即 与 图 平面 垂直 的 z 轴 ) 在 此 情况 下 
被 称 作 刃 型 位 错 或 简称 刃 位 错 . 在 位 错 近 旁 , 唱 格 结构 的 畸变 很 大 ,但 在 几 个 唱 
格 周期 数量 级 的 距离 之 外 , 晶 格 平面 之 间 就 已 能 基本 正常 地 连接 . 不 过 ,在 远离 
位 错 的 地 方 仍 会 存在 形变 . 这 一 点 可 以 通过 在 xy 平面 上 沿 绕 坐标 原点 所 作 的 
经 过 晶 格 格 点 的 封闭 曲线 清楚 地 看 出 来 :如 果 用 矢量 z 定义 每 一 格 点 偏离 其 理想 
晶 格 位 置 的 位 移 , 则 在 绕 封闭 曲线 一 周 后 ,这 一 矢量 的 增 量 并 不 为 零 ,而 是 增加 了 沿 
x 轴 的 一 个 晶 格 周期 . 

另 一 类 型 的 位 错 可 以 想象 为 以 下 操作 的 结果 : 先 将 晶 格 沿 半 平面 “ 切 开 ”， 
然后 将 切口 两 侧 的 两 部 分 晶 格 平行 于 切口 边线 相对 移动 一 个 品格 周期 ,这 种 类 
型 的 位 错 称 作 螺 型 位 错 或 简称 螺 位 错 . 此 类 位 错 的 存在 将 晶 格 中 的 晶体 平面 变 
成 了 螺旋 面 ,宛若 没有 台阶 的 旋 梯 . 沿 绕 位 错 线 ( 螺 旋 面 的 轴 ) 的 封闭 曲线 转 一 
圈 , 格 点 的 位 移 矢 量 将 会 增加 平行 于 轴 的 一 个 晶 格 周期 . 图 23 给 出 了 上 述 切 割 


@ 本 章 是 与 科 谢 维 奇 (A. M, Koceaxs) 共 同 撰写 的 . 
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从 宏观 上 看 ,作为 连续 介质 的 晶体 的 位 错 形变 在 一 般 情况 下 具有 以 下 性 
质 : 在 绕 位 错 线 D 的 任意 封闭 回路 上 绕 行 一 圈 后 ,弹性 位 移 矢 量 w 将 获得 一 
个 确定 的 有 限 增 量 5, 其 大 小 和 方向 与 量 格 的 一 个 周期 相等 ; 常 矢量 5 称 为 给 定 
位 错 的 伯 格 斯 (Burgers) 矢量 . 此 一 性 质 可 写 为 以 下 形式 : 


du; 
hau, = = (27. 1) 

其 中 封闭 回路 的 环绕 方向 与 选 定位 错 线 的 
切线 r( 图 24) 成 右手 螺旋 关系 . 位 错 线 本 
身 此 时 是 形变 场 的 奇 点 连 成 的 线 . 

上 面 提 到 的 刃 型 位 错 和 螺 型 位 错 两 种 
简单 情况 对 应 的 位 错 线 D 是 直线 , 沿 着 这 
两 条 位 错 线 分 别 有 715 或 7/b. 同 时 我 们 Dp 
也 注意 到 ,图 22 中 绘 出 的 直观 图 里 ,具有 
相反 方向 五 的 刃 型 位 错 的 区 别 在 于 额外 的 
品格 半 平 面 是 在 晶 格 的 上 半 平 面 或 是 在 下 
半 平 面 插入 的 ,这 两 种 刃 型 位 错 具 有 不 同 人 
的 正 负 符号 . 

一 般 情况 下 位 错 线 是 曲线 , 沿 这 条 曲线 b 与 7 之 间 的 夹 角 不 断 变 化 . 沿 此 
位 错 线 的 伯 格 斯 矢量 五 本 身 始终 为 常量 . 显然 ,位 错 线 不 可 能 在 晶体 内 部 结束 
(参见 下 数 第 二 个 脚注 ). 位 错 线 应 当 或 者 两 端 穿 出 到 晶体 表面 或 者 如 同 在 通常 
情况 下 那样 形成 封闭 环 . 

换 句 话说 ,条 件 (27. 1) 表 明 ,在 位 错 存在 的 情况 下 ,位移 矢 量 不 是 坐标 的 单 
值 函 数 ,因为 绕 位 错 线 一 周 后 它 会 产生 一 个 固定 增 量 . 当然 从 物理 上 看 ,这 里 没 
有 任何 非 单 值 性 : 增 量 5 只 代表 品格 点 有 一 个 等 同 于 晶 格 周期 的 附加 位 移 , 一 
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般 而 言 ,这 并 不 影响 品格 本 身 . 特别 是 ,表征 晶体 弹性 状态 的 应 力 张 量 wx 是 坐 
标的 单 值 连续 函数 . 
为 了 今后 方便 ,引入 符号 


wi = 2 (27.2) 
借助 于 该 符号 ,条 件 (27. 1) 可 写 为 如 下 形式 
和 sdv， = b,. (27.3) 
习惯 上 把 非 对 称 张 量 wx 称 作 了 栈 变 张 量 ,其 对 称 部 分 给 出 通常 的 应 变 张 量 
wi = wa + wi)- (27. 4) 


与 多 值 函数 &(Cr) 相反 , 张 量 wx 与 是 坐标 的 单 值 函数 . 
条 件 (27.3) 可 以 写作 微分 形式 . 为 此 我 们 将 沿 回路 工 的 线 积分 变换 为 对 张 
在 这 个 回路 上 的 某 一 表面 的 面积 分 :? 
和 sax。 = em td, (27.5) 


2 
OU _ 0 Us 


由 于 张 量 ej 对 指标 1,m 反对 称 , 而 Se wx 对 于 这 些 指标 是 对 称 的 , 故 除 


去 表面 5, 与 曲线 D 的 交点 之 外 ,被 积 函 数 的 表达 式 处 处 恒 等 于 零 ; 在 奇 点 连 成 
的 曲线 一 一 位 错 线 上 ,将 ww 表示 为 导数 (27.2) 的 形式 失去 意义 @. 在 这 些 点 上 
确定 量 wx 要 借助 于 相应 的 8 函数 ,以 使 得 积分 (27.5) 具 有 所 需 值 六 令 专 是 在 
垂直 于 矢量 7 的 平面 上 从 位 错 轴 给 定点 出 发 的 二 维 径 矢 ,这 一 平面 的 面 元 可 通 
过 表面 5, 的 面 元 df 表示 为 r* df. 根据 二 维 8 函数 8(#) 的 定义 ,我 们 有 


se) rar = ri 86) 中 = 1. 


因此 ,十 分 清楚 ,为 了 取得 所 需 结 果 , 应 当 取 
Ow nt 

iim OX 

这 正 是 我 们 所 要 求 的 条 件 (27. 3 ) 的 微分 表示 . 


@ 根据 斯 托 克 斯 定理 ,变换 是 通过 代 换 


9 
dr — em df:— 
em 由 忆 











= -7b,8(€). (27.6) 


实现 的 ,其 中 es 为 单位 反对 称 张 量 ,df 为 面 元 . 记 住 形 如 eimaibi 的 表达 式 是 矢量 a 与 b 的 矢量 积 的 (a x 
5) ,分量 . 

@ 如果 位 错 线 终止 在 晶体 内 部 某 一 点 , 则 可 选取 表面 8: 使 之 将 该 点 包 住 但 又 不 与 位 错 线 D 相交 . 
此 时 积分 (27. 5 ) 为 零 ,与 给 定 条 件 矛 盾 ， 
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如 果 已 知 给 定 各 向 异性 介质 的 平衡 方程 的 格林 张 量 Cx ,也 就 是 说 ,如 果 表 
示 在 无 界 介 质 坐 标 原 点 处 施加 沿 x, 轴 的 集中 单位 力 所 引 起 的 位 移 分 是 ”的 函 
数 是 已 知 的 , 则 位 错 周围 的 位 移 场 w(r) 可 以 用 一 般 形式 写 出 (参见 $8). 这 一 
点 很 容易 从 以 下 的 形式 推导 得 到 . 

我 们 不 去 求 平衡 方程 的 多 值 解 ,而 是 把 w(r) 看 作 在 位 错 环 D 所 支撑 的 任 
意 选 定 曲面 S, 上 具有 给 定 唉 变 b 的 单 值 函 数 . 如 果 ww ,和 w_ 分别 对 应 于 在 So 
面 间断 的 位 移 函 数 处 于 上 岸 与 下 岸 之 值 ,那么 有 

u,—-u.=5b. C27.7.,) 

这 里 的 上 岸 和 下 岸 已 在 图 24 中 予以 定义 . 图 24 给 出 的 与 切线 > 成 所 示 指 
向 关系 的 表面 5 的 法 线 n 给 出 了 由 下 岸 指 向 上 岸 的 方向 . 沿 回路 工 由 上 岸 至 
下 岸 的 积分 则 由 具有 正确 符号 的 式 (27.3) 给 出 . 依照 (27.3) 和 (27.4) 形 式 地 
确定 下 来 的 张 量 w; 和 在 间断 面 上 具有 6 函数 型 的 奇异 性 


1 
wi’ = nbd(t), us = (mb + nb)d(e), (27. 8) 


其 中 z 为 从 表面 5, 起 始 的 沿 法 线 n 的 坐标 (dt =n，* dl, di 为 回路 上 的 长 度 线 
元 ). 

由 于 在 位 错 周围 的 介质 中 实际 上 并 不 存在 任何 物理 上 的 奇异 性 , 故 如 上 所 
述 ,应 力 张 量 oj 应 当 是 处 处 连续 的 单 值 函数 . 但 是 ,与 应 变 张 量 (27. 8) 存 在 以 
下 联系 的 应 力 张 量 : 


(5) (8) 
Ox = AinmUim ， 


它 在 表面 S, 上 也 具有 奇异 性 . 为 了 消除 这 种 奇异 性 ,应 当 引 入 沿 表 面 分 布 且 已 
知 密度 为 /2 的 虚拟 体力 . 存在 体力 时 的 平衡 方程 形 为 

doi (8) 
Oxy th 


由 此 十 分 清楚 ,应 当 令 


号 S 
do) Qu) 


9 = i (27.9) 
如 此 一 来 ,寻求 多 值 函 数 u(r) 的 问题 ,就 等 价 于 由 式 (27.8) 和 (28.9) 给 出 的 在 


存在 体力 情况 下 寻求 单 值 间 断 函 数 的 问题 . 现在 可 以 使 用 公式 
sate rar 


将 (27.9) 代 入 上 式 后 , 作 分 部 积分 ; 沿 无 穷 远 处 表面 的 面积 分 为 零 ,而 剩 下 的 积 
分 中 8 函数 很 容易 被 消去 . We = -9Gi/ax,, 最 后 得 到 


u(r) =— A ba ms no G(r -7') qf. (27. 10) 
和 
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于 是 所 设 定 的 问题 得 解 0. 
在 远离 位 错 环 处 ,形变 (27. 10) 具 有 最 简单 的 形式 . 如 果 假 定 将 位 错 环 放置 

在 坐标 原点 附近 , 则 在 远大 于 位 错 环线 性 尺度 的 距离 处 ,可 令 r -rr'~r, 并 将 之 

移 至 积分 号 外 . 这 样 我 们 有 

aG,(r) 


u(r) = 一 A jum dim 7 
k 





， (27. 11) 
其 中 
1 
da = Sibs, S$ = | mdf = Fem rid (27. 12) 


轴 矢 量 $ 的 各 分 量 , 分 别 是 位 错 环 D 在 垂直 于 相应 坐标 轴 的 平面 上 的 投影 所 圈 出 
的 面积 ;自然 将 张 量 心 称 为 位 错 矩 张 量 . 张 量 Cy 的 各 分 量 为 坐标 x,y,z 的 一 阶 齐 
次 函数 ( 见 $8 习题 ). 因此 ,由 (27.11) 可 见 ,wux1/r ,相应 的 应 力 场 wx x1/7. 

不 难 解释 直线 位 错 周围 的 弹性 应 力 与 距离 关系 的 特性 . 在 柱 坐 标 z,r,p 中 
(z 轴 在 位 错 线 上 ) ,形变 只 依赖 于 > 和 8. 特别 是 ,在 xy 平面 内 的 任何 回路 作 任 
意 尺度 的 相似 变换 时 ,积分 (27. 3 ) 都 必须 是 不 变 的 . 显然 ,只 有 假定 所 有 的 wi 
x1/r 时 , 才 有 这 种 可 能 . 于 是 ,wi 张 量 以 及 应 力 张 量 oi 也 都 正比 于 1/r@. 

虽然 直到 现在 我 们 一 直 只 在 讨论 位 错 ,但 是 ,所 得 到 的 公式 也 适用 于 晶体 
结构 的 其 它 类 型 缺陷 导致 的 形变 . 位 错 是 一 类 线性 缺陷 . 除 此 而 外 ,还 存在 使 规 
则 的 晶体 结构 在 给 定 表面 附近 区 域内 都 遭受 破坏 的 缺陷 @. 从 宏观 观点 来 看 ,可 
将 这 种 缺陷 当 作 位 移 矢 量 w 在 其 上 经 受 牙 变 的 间断 面 (但 由 于 平衡 条 件 ,应 力 
cy 仍然 是 连续 的 ). 如 果 在 表面 各 处 的 牙 变 量 都 是 一 样 的 , 则 就 它们 形成 的 形 
变 而 言 ,这 种 间断 与 位 于 其 边界 上 的 位 错 毫 无 区 别 . 唯一 的 区 别 仅仅 在 于 ,这 里 
矢量 5 不 再 等 于 品格 周期 . 同时 ,上 述 表 面 5 的 位 置 也 不 再 是 任意 的 ,而 应 与 
实际 的 物理 间断 位 置 重合 . 与 这 种 间断 面相 联系 的 是 一 个 确定 的 附加 能 量 ,这 
个 能 量 可 通过 引入 相应 的 表面 张力 系数 来 描述 . 


习 题 


1. 试 写 出 以 位 移 矢 量 表示 的 各 向 同性 介质 中 的 位 错 形变 平衡 方程 . @ 
解 :采用 应 力 张 量 或 应 变 张 量 ,平衡 方程 的 通常 形式 为 oa/oxk =0, 或 者 ， 


中 各 向 异性 介质 的 Gy 张 量 是 由 $ 8 习题 脚注 所 列 论文 求 得 的 . 一 般 而 言 ,这 个 张 量 非常 复杂 . 对 于 我 
们 这 里 所 涉及 的 直线 位 错 情况 ,相当 于 处 理 平 面 弹性 理论 问题 ,直接 解 平衡 方程 求 得 这 个 张 量 可 能 更 简单 

@@ 注意 直线 位 错 周围 弹性 形变 场 与 直 导 线 周 围 磁 场 间 的 相似 性 ,电流 强度 此 时 所 起 的 作用 如 同 伯 
格 斯 矢量 , 但 是 ,即使 不 论 这 两 种 不 同 物理 现象 之 间 的 性 质 是 完全 不 同 的 ,相应 物理 量 张 量 特性 的 不 同 也 
减 小 了 二 者 的 相似 度 . 

@ 这 类 缺陷 的 已 知 特例 是 晶体 中 的 一 个 挛 晶 薄 层 . 

@ 因为 就 其 本 质 而 言 , 所 有 真实 的 位 错 只 有 在 晶体 中 才 存 在 ,而 晶体 本 身 是 各 向 异性 的 , 故 涉 及 各 
向 同性 介质 的 本 题 以 及 其 它 习题 的 物理 意义 受到 限制 . 但 这 些 题 目 具 有 一 定 的 演示 意义 . 
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将 式 (5. 11) 中 的 gj 代入 平衡 方程 后 ,得 





Ou Or Ou 


1 -20 ox (1) 
但 在 将 未 知 画 数 转换 为 欠 量 WW 时 必须 考虑 微分 条 件 (27.6) ,将 式 (27. 6) 科 以 
em 并 按 下 标 i,k 缩 并 公式 ,得 : 





OWny 




















OWir ee 
Ba Be Che), (2) 
将 (1) 式 改写 为 
1 OW 1 OW o Ow _ 
2 dx + 2 dx, 1 -20 sx | 
并 将 (2) 式 代入 ,得 到 
0Wa 1 wr _ 
Bi a oe CT bd) 
根据 (27.2) 式 实现 对 的 代 换 ,得 到 所 要 求 的 对 于 多 值 函 数 u(r) 的 方程 : 
Au + 3 VV'u=7xb5(¢). (3) 
此 方程 的 解 必须 满足 条 件 (27. 1). 


2. 试 确定 各 向 同性 介质 中 直线 螺 型 位 错 周围 的 形变 . 

解 :选取 柱 坐 标 z,r,g, 令 z 轴 沿 位 错 线 ; 伯 格 斯 矢量 为 :b, =b, =0,b, =5. 根 
据 对 称 性 考虑 ,显然 平行 于 z 轴 的 位 移 与 坐标 z 无 关 . 习题 1 中 的 平衡 方程 
(3) 简 化 为 Au, =0. 满足 条 件 (27.1) 的 解 为 @ 


u, 一 


0 
27 
于 是 张 量 ui 与 oi 中 不 为 零 的 分 量 仅 有 
2 4 
Vp 二 477 ” 2mr) 
所 以 应 变 仅 仅 是 纯粹 的 剪 切 应 变 


单位 长 度 位 错 的 自由 能 由 在 积分 上 \、 下 限 处 都 对 数 发 散 的 积 





_1 _ Ab dr 
F= >aay = | 
给 出 . 积分 下 限 应 当 取 原子 尺度 的 距离 ( ~b) ,在 此 距离 上 形变 很 大 且 宏 观 理论 
不 适用 . 积分 上 限 则 由 位 错 长 度 工 的 量 级 确定 . 这 样 
Ab LL 
i 


中 ”提醒 读者 注意 公式 


etmeiin = BdBnn — dmd 


nmk* 
@ 在 所 有 有 关 直 线 位 错 的 习题 中 ,我们 都 将 矢量 > 取 在 z 轴 的 负 方 向 上 
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靠近 位 错 轴 处 截面 ~b? 的 位 错 “ 芯 ”的 形变 能 可 估计 为 ~jb". 在 In(L/b) >>1 
的 情况 下 ,与 弹性 形变 场 的 能 量 相 比 这 个 能 量 是 小 量 . 中 
3. 试 确定 各 向 异性 介质 中 垂直 于 画 体 对 称 平面 的 螺 型 位 错 周围 的 内 应 力 ， 
解 :选择 坐标 x,y,z 使 z 轴 平 行 于 位 错 线 ( 仍 有 b=b). 和 失 量 仍然 只 有 分 
量 u,=u(%,y). 由 于 xy 平面 是 蝇 体 的 对 称 面 , 故 下 标 z 出 现 奇 数 次 的 张 量 A 
的 所 有 分 量 都 等 于 零 . 因此 张 量 oj 只 有 两 个 分 量 不 为 零 : 
Ou Ou Ou Ou 
sr BK + Mey ay， Oyz = 人 youz Bx + Nr By 


引入 二 维 矢 量 及 二 维 张 量 Ass:0。= 0 Ags =Awa (a=1,2) ,此 时 


0,, = A 


而 平衡 方程 写 为 V .or=0 的 形式 . 所 寻求 的 这 个 方程 的 解 应 满足 条 件 (27. 1) : 
$vu .dl =b. 


在 这 种 形式 下 ,此 问题 与 在 磁 导 率 为 As 的 各 向 异性 介质 中 寻求 电流 强度 
为 1=cb/4m 的 直 导 线 周围 的 磁感应 强度 和 磁场 强度 (这 两 个 量 分 别 相当 于 本 
题 中 的 g 和 Vu) 的 问题 完全 一 样 .采用 在 电动 力学 中 已 求 得 的 解 ,我 们 得 到 

__5b A opepyXy 
VAN 
其 中 | 入 | 为 张 量 和 ss 的 行列 式 ( 参 见 本 教程 第 八 卷 530 中 习题 5). 

4. 试 确定 各 向 同性 介质 中 直线 为 型 位 错 周转 的 形变 . 

解 : 令 z 轴 沿 位 错 线 方向 , 伯 格 斯 矢量 为 6, =5,6, =5, =0. 由 问题 的 对 称 性 可 
知 ,位 移 失 量 位 于 xy 平面 且 不 依赖 于 z, 这 样 我 们 所 要 处 理 的 是 一 个 平面 问题 . 在 
本 问题 中 ,所 有 的 矢量 都 是 xy 平面 中 的 二 维 矢量 ,矢量 运算 也 都 是 二 维 的 . 

我 们 将 要 求 方程 

A 





下 十 1 

1-20 
(参见 习题 1;j 为 沿 y 轴 的 单位 矢量 ) 的 形 为 u =u" +w 的 解 ,其 中 和 失 量 Ww" 的 
分 量 分 别 为 





VY -nu =- 8(r) 


0 b 0 b 
uw) = 59， wt®) = 
(它们 分 别 为 (b/2m)lIn(x +iy) 的 实 部 和 虚 部 ),r,q 为 xy 平面 上 的 极 坐 标 ,这 个 
矢量 满足 条 件 (27.1). 于 是 问题 成 为 寻找 单 值 函 数 %. 因为 容易 证 明 


Vu =0, Au'® = bjd(r), 





@ 这 些 估计 具有 一 般 性 ,并 在 数量 级 上 对 任何 (不 仅 是 螺 型 位 错 ) 位 错 都 正确 . 应 当 注 意 ,事实 上 
ln(Z/b) 通 常 不 是 太 大 ,因而 位 错 蕊 部 的 能 景 占 总 位 错 能 量 的 可 观 部 分 . 


$27 存在 位 错时 的 弹性 形变 。 131 ， 











故 w 满足 方程 
1 : 
Aw 省 TVY “w= -2815(r)， 
这 是 介质 受 体 密度 为 
Ebj 
1+ So) 


的 沿 z 轴 的 集中 作用 力作 用 下 的 平衡 方程 (参见 58 习题 中 的 方程 (1)). 借助 
于 在 该 题 中 求 得 的 无 限 介 质 格 林 张 量 , 将 求解 w 归结 为 求 积 分 
2b 3-40)j ry]gy a 
we ll + 站 |dz， R= 
结果 得 到 





下 一 世人 arctan 之 sd 2 } 
* 2T x 2(1-a) 妇 + 好 上 
2 


be 1-20 可 入 1 
u, = 1 VX +y a 
由 此 算出 的 应 力 张 量 在 直角 坐标 中 的 各 分 量 为 





3X2 十 (和 本 2) x (x _ 2) 
2_ pp > = 5BY <， 2 4bB 2 
i ( ( 二季 )2 (x +y) 
在 极 坐 标 中 的 各 分 量 为 
re = 6bB SP, 0 = bB Ses, 
r 区 
B=- 一 上 
党 2T(1 -0o) 


5. 在 各 向 同性 介质 中 ,数目 为 无 穷 多 的 全 同 平 行 直 线 刃 型 位 错 均匀 地 排列 
在 垂直 于 其 伯 格 斯 和 失 量 的 平面 内 , 相 令 位 错 之 间 的 距离 为 h. 试 求 这 个 “位 错 
壁 ”" 在 远大 于 及 的 距离 处 所 形成 的 草 切 应 力 . 

解 : 令 位 错 平行 于 z 轴 且 处 于 yz 平面 .根据 习题 4 的 结果 ,所 有 位 错 在 (x， 
y) 点 产生 的 总 应 力 由 以 下 求 和 给 出 : 


dt 元 he _ 天 沦 
0 


将 此 求 和 改写 为 
o = -68 全 [Ja,p) + aa 及 ] ， 
其 中 
_ < 1 _ 
VP) me 5 B= 


根据 泊 松 求 和 公式 
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EA) = 5A, 


n=-% 


得 到 





dé 2 名 ed 
+ 2R SS - 
+e ep,e 沁 a 十 如 


a 
一 十 2 e™ "cos(2mkB). 
在 a=x/h >1 的 情况 下 ,对 天 的 求 和 中 可 仅 保 留 第 一 项 ,结果 得 到 
Cs = 4m’B eos (2 | 
于 是 在 远离 位 错 壁 处 ,应力 随 离 壁 距离 指数 衷 减 . 
6. 试 确定 位 错 环 周围 各 向 同性 介质 的 形变 (J. M. Burgers ,1939 ) . 
解 :从 公式 (27. 10) 出 发 根据 式 (5.9) 和 (5.11) , 张 量 Au 可 表示 为 
2 
Ainum = ,{ Sa + Budim + 68}: 
在 本 卷 58 习题 中 求 得 的 各 向 同性 介质 格林 沸 数 可 表示 为 


1 
Ga(R) = 16mu(l1 - o)R 


此 处 尽 =r-r 为 由 线 元 df (r' 点 ) 至 形变 观察 点 ( 点) 的 径 矢 ;pb -= 寻 为 径 拓 广 


{ (3 - 40)8, + viv,}. 


向 的 单位 矢量 . 将 这 些 表 示 式 代入 式 (27. 10) ,并 在 积分 号 内 完成 所 和 要求 的 微分 
运算 ,计算 结果 为 
1-2c 2 


Wr 87(1 - o)Js, R? 


15(z df’)+(b:.v)df -vb: df)}+ 


3 1 , 
rh ed) (1) 
上 式 中 的 积分 应 当 通 过 沿 回路 万 , 即 沿 位 错 环 的 积分 来 表示 . 为 此 ,注意 以 下 公式 : 


fh Eo x dr = 人 [bd -vb df) 


hls xzd =-[ 下? 人 
等 式 右 端的 面积 分 是 利用 斯 托 克 斯 定理 由 等 式 左 端的 回路 积分 得 到 的 ,其 中 根 
据 斯 托 克 斯 定理 实现 了 变量 代 换 dl' 一 df x V'( 其 中 V' =3/9r'); 由 于 被 积 函 数 
只 依赖 于 二 矢量 之 差 7-r', 这 个 变换 等 价 于 代 换 dl' 一 df' x V( 其 中 V = 939/9r). 
同样 引入 由 观察 点 所 观察 到 的 位 错 环 所 张 的 立体 角 人 ,根据 定 义 


0 = {ir df 


&28 应 力 场 对 位 错 的 作用 “133 ， 


此 时 位 移 场 具 有 以 下 形式 : 


u(r) = bE +h i x dl Vvh(b xv) + ar. 


Tg 人 o) 
这 个 函数 的 多 值 性 在 于 第 一 项 , 绕 位 错 环 DD 转 一 圈 后 立体 角 改 变 4Tr. 
远离 位 错 环 处 (1) 式 成 为 
-20 
u(r) = | jE 
3 
+ 二 
87(1 -0o)R’ 
此 公式 也 可 直接 由 式 (27.11) 和 (27. 12) 求 得 . 


$28 应 力 场 对 位 错 的 作用 


现在 我 们 来 考察 处 于 外 负载 在 物体 内 形成 的 弹性 应 力 场 oi 中 的 位 错 环 
了 ,并 计算 应 力 场 对 位 错 环 的 作用 力 . 为 此 ,根据 一 般 规则 ,必须 求 出 位 错 作 无 限 
小 位 移 时 外 力 对 位 错 所 作 的 功 8R。. 

我 们 回 到 $ 27 引入 的 概念 , 即 把 位 错 环 D 当 作 一 条 封闭 线 , 在 这 条 线 支 撑 
的 曲面 S9 上 ,位 移 矢量 产生 间断 ,间断 的 数值 由 公式 (27.7) 给 出 . 位 错 线 刀 的 
移动 导致 表面 5 的 改变 . 令 8x 为 位 错 线 D 上 各 点 的 位 移 矢 量 . 位 移 5x 后 位 错 
线 线 元 dd 扫 过 = 5x x 51= 8x xzrd! 大 小 的 面积 ,由 此 决定 了 表面 5, 面积 的 增 
加 . 因为 我 们 现在 讨论 的 是 位 错 的 真实 的 物理 位 移 ,所 以 必须 考虑 到 上 述 操作 
还 伴随 有 介质 物理 体积 的 变化 . 因为 表面 两 侧 介 质 中 的 点 的 位 移 w 相差 为 5, 故 
体积 改变 由 以 下 乘积 给 出 : 

8V=b:.df= (5xx7) :bdf = 5x. (7 xb)d. (28.1) 

与 此 相 联 系 的 是 两 种 本 质 上 完全 不 同 的 物理 状况 . 其 中 之 一 是 8V=0, 即 位 
错 线 的 位 移 与 体积 变化 无 关 . 如 果 位 移 是 在 由 矢量 7 和 4。 确定 的 平面 上 进行 
的 ,就 会 出 现 这 种 情况 . 这 个 平面 称 为 该 位 错 元 的 滑 移 平 面 . 位 错 环 D 上 所 有 位 
错 元 的 滑 移 平面 族 的 包 络 面 称 为 位 错 的 滑 移 表面 , 它 是 一 个 由 平行 于 伯 格 斯 矢 
量 b 的 母线 构成 的 柱 面 ?. 滑 移 平 面 的 物理 特殊 性 在 于 ,只 有 在 这 样 的 平面 上 ， 
位 错 才 可 较 轻 易 地 进行 机 械 移 动 (这 种 情况 下 称 此 移动 为 滑 移 )@. 

在 位 错 移动 的 情况 下 , 随 着 表面 5, 面积 的 改变 ,集中 在 位 错 线 D 上 的 形变 
的 奇异 性 (27.8) 也 发 生变 化 ,此 变化 可 表示 为 


dub = 1bi(Bx xr) + be(Bx xz)i15(6)， (28.2) 


{1S(b:v) +b(S.v) -zzS 7) + 


(S .。z)(D，z)z. 





@ 在 各 向 异性 介质 中 ,可 能 的 滑 移 平面 实际 上 是 由 其 品格 结构 决定 的 . 
@ 例如 ,图 22 所 示 的 刃 型 位 错 在 其 滑 移 平 面 (xz 平 面 ) 上 相对 不 大 的 原子 移动 , 却 足 以 使 晶 格 半 平 
面 距离 yz 面 越 来 越 远 ,成 为 “额外 ”的 半 平 面 . 


"134， 第 四 章 位 错 





其 中 8(&) 为 $27 中 引入 的 二 维 8 函数 . 这 里 我 们 要 强调 ,与 式 (27.8) 依赖 于 表 
面 5, 的 任意 选择 不 同 , 式 (28.2) 表 示 的 形变 是 由 位 错 线 D 的 形状 和 位 移 5x 二 
者 唯一 确定 的 . 

式 (28.2) 所 描述 的 是 没有 伴随 弹性 应 力 的 局 部 非 弹性 剩余 形变 ( 称 作 塑 性 
形变 ) ,与 之 相关 的 最 终 由 外 源 所 作 的 功 由 积分 


[away 
给 出 (参见 (3.2) ) ,其 中 的 Sux 应 理解 为 形变 引起 的 总 几何 变化 . 它 由 弹性 形变 


和 塑性 形变 两 部 分 组 成 ,这 里 我 们 只 对 与 塑性 形变 部 分 有 关 的 功 感 兴趣 ?了 . 将 式 
(28.2) 中 的 sx 名 代 人 上 式 ,由 于 其 中 有 8 函数 ,只 剩 下 沿 位 错 环 D 的 积分 : 


8R, = 由 oe, 8Sxir dl. (28. 3) 
被 积 函 数 表 达 式 中 5x, 的 系数 为 作用 在 位 错 环 单位 长 度 上 的 力 了 
f= emriol bb, (28. 4) 


(M. 0. Peach ,J. S. Kihler,1950) ,应 当 指出 , 力 了 垂直 于 矢量 r, 即 垂直 于 位 错 线 . 
对 公式 (28. 3) 可 作 这 样 的 直观 解释 . 根据 前 面 的 叙述 ,位 错 线 元 的 位 移 相 
当 于 割 开 某 一 小 面积 元 df 且 使 得 其 上 岸 相 对 于 下 岸 移 开 长 度 凡 因 施 加 于 df 
的 内 应 力 为 oY df;, 故 在 移动 中 这 个 力 所 作 的 功 为 bo df,. 
因为 公式 (28.4) 仅 与 滑 移 平 面 内 的 移动 有 关 , 故 立即 写 出 作用 力 f 在 此 平 
面 的 投影 是 有 意义 的 . 令 x 为 垂直 于 滑 移 平 面 内 位 错 线 的 单位 矢量 . 则 有 
f=f:x= CmxiTib rt) 
或 
f= vo b,, (28.5) 
其 中 v=xx7 为 滑 移 平面 的 法 向 矢量 . 由 于 矢量 b 和 vw 相互 垂直 ,将 两 个 坐标 轴 
选 在 这 两 个 矢量 上 后 ,可 看 出 ,内需 张 量 o% 的 一 个 分 量 即 可 完全 确定 了. 
如 果 位 错 的 位 移 不 是 在 滑 移 平 面 内 发 生 的 , 则 8V0. 这 表明 割 颖 上 下 两 岸 
的 移动 或 是 引起 物质 过 剩 ( 当 一 岸 穿 过 另外 一 岸 时 ) 或 是 造成 物质 亏空 ( 移 开 的 
两 岸 间 出 现 裂 矣 时 ). 如 果 我 们 假定 在 位 错 的 运动 过 程 中 ,介质 的 连续 性 不 被 破 
坏 且 其 密度 保持 不 变 ( 准 确 到 弹性 形变 ) , 则 不 允许 以 上 情况 出 现 . 在 真实 晶体 
中 ,无 论 多 余 物 质 的 移 去 或 物质 不 足 的 补充 都 是 通过 扩散 的 办 法 实现 的 (位 错 
轴 成 为 扩散 物质 流 的 源 或 汇 )@. 与 连续 介质 缺陷 的 扩散 “愈合 ”相伴 的 这 种 位 
错 移 动 , 称 作 位 错 的 攀 移 @. 
@ 在 导出 运动 方程 时 , 虚 塑 性 形变 和 虚 弹性 形变 都 应 看 作 独立 变量 . 因 我 们 只 对 位 错 的 运动 方程 
感 兴趣 , 故 仅 需 考虑 塑性 形变 . 


@ 这 也 就 是 说 ,图 22 所 示 的 位 错 只 有 依靠 物质 从 “额外 ” 半 平 面 扩 散 才 可 以 在 yz 平面 上 移动 . 
图 由 于 这 种 过 程 是 受 扩散 制约 的 , 故 实 际 上 仅 在 足够 高 的 温度 下 它 才 起 作用 ， 


$28 应 力 场 对 位 错 的 作用 .135 ， 


由 以 上 所 述 可 知 , 如 果 人 允许 位 错 攀 移 成 为 可 能 的 虚 位 移 ,必须 认为 它 与 滑 
移 一 样 都 是 在 不 使 介质 体积 发 生 局 域 改变 的 条 件 下 发 生 的 . 这 意味 着 应 当 从 形 
变 (28.2) 中 减 去 与 体积 改变 相应 的 部 分 1/38uz4m ,也 就 是 用 张 量 


Bu = {36.(8x x 7), + bi( x x 7), -本 346 (Bx x 7)}8(é). 


(28.6) 
描写 塑性 形变 . 因此 ,得 到 作用 于 位 错 上 的 力 D(J. Weertman ,1965 ) 
f: = emTsbn (oe 加 mo ) ? (28.7) 
用 以 代替 式 (28. 4). 施加 于 位 错 环 上 的 总 作用 力 等 于 
F, = out 和 (ep - )ax.. (28. 8) 


这 个 力 只 有 在 非 均 匀 的 应 力 场 中 才 不 为 零 ( 当 ex 各 = const 时 ,积分 成 为 ga = 
0) . 如 果 应 力 场 沿 这 个 位 错 环 变化 很 小 , 则 
有 = emb, or ES 了 Bu ) hss ， 
计算 时 假定 了 将 位 错 环 置 于 坐标 原点 附近 . 上 式 中 的 积分 构成 一 个 反对 称 张 量 
和 ax = 一 fdr,. 


由 此 ,通过 在 式 (27. 12) 中 引入 的 位 错 矩 di ,可 将 力 表示 为 


dg 1 ( do® (e) 
这 





Nn 9 
有 | (28.9) 
在 均匀 应 力 场 中 ,如 前 所 述 ,此 力 等 于 零 . 然而 ,在 此 情况 下 有 一 个 力 甜 
K, = eofe fdl, 
作用 于 位 错 环 上 ,此 力矩 也 可 用 位 错 和 矩 表示 为 
K, = epdy, (0 -m0 j (28. 10) 
习 题 


试 求 出 各 向 同性 介质 中 两 个 平行 螺 型 位 错 间 的 作用 力 ， 
解 : 借 助 于 8$27 习题 2 的 结果 ,处 于 第 二 个 位 错 产 生 的 应 力 场 中 的 第 一 个 


@ 显然 可 以 想见 ,均匀 压缩 晶体 不 应 导致 力 f 的 出 现 , 表 示 式 (28.7) 即 具有 此 性 质 . 
四 导出 此 式 时 也 用 了 公式 eiieinn = Dpm dm — Opn 58in 和 平衡 方程 90 4* ) [ax =0. 
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位 错 单 位 长度 上 所 受 的 力 由 公式 (28.4) 给 出 . 此 力 的 方向 指向 径 向 且 等 于 
bb 
由 此 式 可 见 , 同 号 位 错 (b1b, >0) 相 互 排斥 , 异 号 位 错 (48,5, <0) 相 互 级 引 . 

2. 一 直线 螺 型 位 错 平 行 于 各 向 同性 介质 的 自由 表面 放置 , 试 求 作用 于 位 错 
的 力 . 

解 : 令 yz 平面 与 物体 表面 重合 ,位 错 平行 于 z 轴 放置 ,坐标 为 x* =xo,y =0. 
使 物体 表面 成 为 自由 表面 的 应 力 场 应 为 两 个 直线 螺 型 位 错 在 无 限 介质 中 产生 
的 应 力 场 之 和 ,其 一 为 所 考虑 的 位 错 本 身 的 应 力 场 ,其 二 为 此 位 错 相 对 于 yz 平 
面 的 镜像 位 错 所 产生 的 应 力 场 . 在 yz 平面 上 应 力 场 的 分 量 分 别 为 : 

=- -名 |[ y y | 


2T (x — x0) +y (xz +xo) 十 入 
名 | % 一 Xo X 十 %o | 
” 2 (xz 一 和) 好 (tw 


这 样 的 应 力 场 作用 于 所 考虑 位 错 的 力 等 于 镜像 位 错 所 产生 的 吸引 力 , 也 就 是 位 
错 被 力 


pb? 
于 
4Txo 





拉 向 介质 表面 . 

3. 试 求 置 于 平行 的 滑 移 平面 上 的 两 个 平行 刃 型 位 错 在 各 向 同性 介质 中 的 
相互 作用 力 . 

解 : 令 滑 移 平面 平行 于 xz 平面 ,z 轴 平 行 于 位 错 线 . 与 $527 习题 4 同样 , 置 
7, = 1,b, =b. 此 时 在 弹性 应 力 场 wx 中 作用 于 单位 长 度 位 错 上 的 力 的 各 分 量 
为 

f. = bo,, f, = - bo,,. 

在 此 情况 下 ,ow 由 $527 习题 4 得 到 的 表达 式 确 定 . 如 果 一 个 位 错 与 z 轴 重合 , 则 
其 作用 于 过 xy 平面 上 x,y 点 的 第 二 个 位 错 的 力 在 极 坐 标 中 的 分 量 等 于 





_ bb,B 三 bb,B . 见 
£ i 天 3 下 sin2p， B= 27(1 -oa) 
此 力 在 滑 移 面 上 的 投影 等 于 
f. = bb,B cos pcos29 


当 p=T/2 与 gg =T/4 时 ,此 力 为 零 .p =m/2 对 应 于 6b.b, >0 情况 下 的 稳定 平 
衡 ,p = /4 对 应 于 bb <0 情况 下 的 稳定 平衡 
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如 果 在 晶体 中 相对 较 小 的 距离 (当然 与 晶 格 常数 相 比 仍 是 很 大 的 ) 上 同时 
存在 许多 位 错 , 则 应 当 对 它们 进行 平均 化 的 处 理 . 用 另 一 句 话说 ,这 里 考察 的 是 
有 许多 位 错 线 穿 过 的 “物理 无 限 小 ”体积 元 . 

描述 位 错 形 变 基本 性 质 的 方程 可 通过 对 方程 (27. 1) 的 自然 推广 得 到 . 引入 
张 量 px( 位 错 密度 张 量 ) ,使 得 沿 在 任意 回路 LK 上 所 张 表面 的 积分 等 于 此 一 回 
路 包含 的 所 有 位 错 线 的 伯 格 斯 矢量 之 和 2: 


[padf: = 及 (29. 1) 


连续 函数 pu 描述 位 错 在 晶体 中 的 分 布 . 这 个 张 量 现在 取代 了 方程 (27.6) 右 端 
的 表达 式 





= pi. (29. 2) 


由 此 方程 可 见 , 张 量 px 应 当 满 足 条 件 : 
ap 
Ox; 
(在 单一 位 错 情 况 下 ,此 条 件 表示 沿 位 错 线 伯 格 斯 矢量 为 常量 )， 
在 采用 这 种 方法 研究 位 错时 , 张 量 wx 成 为 描述 形变 和 按照 式 (27.4) 确定 
应 变 张 量 的 首要 物理 量 . 此 时 一 般 不 能 再 引入 按 定义 (27.2) 与 ws 相 联 系 的 位 
移 矢 量 & 这 点 可 由 以 下 事实 看 出 : 因 如 按照 这 种 定义 ,方程 (29.2) 的 左 端 在 唱 
体 的 全 部 体积 内 恒 等 于 零 . 
迄今 为 止 ,我 们 都 一 直 假 定位 错 是 静止 的 . 现在 说 明 , 当 人 允许 位 错 在 介质 中 
以 给 定 方 式 运动 2 时 ,我 们 应 如 何在 原则 上 确定 表述 介质 中 弹性 形变 和 应 力 的 
方程 组 . 
方程 (29.2) 与 位 错 静 止 或 是 运动 无 关 . 此 时 张 量 wx 依然 是 确定 弹性 形变 
的 量 ,其 对 称 部 分 为 弹性 应 变 张 量 , 它 通常 按照 胡 克 定律 与 应 力 张 量 相 联系 ， 
然而 ,这 个 方程 现在 不 足以 对 问题 作 完全 表述 . 完备 方程 组 还 应 该 确定 介 
质 中 各 点 的 移动 速度 v. 
这 种 情况 下 必须 考虑 到 ,与 位 错 运动 相伴 随 的 除了 弹性 形变 的 变化 外 ,还 
有 与 应 力 的 出 现 无 关 的 晶体 形状 的 改变 , 即 塑性 形变 . 如 前 所 述 ,位 错 运动 正好 
可 当 作 塑性 形变 的 机 制 . 图 25 清楚 地 显示 出 位 错 运动 与 塑性 形变 的 联系 ;作为 
刃 型 位 错 从 左 向 右 运动 的 结果 , 滑 移 平面 以 上 的 上 半 部 分 晶体 移动 了 一 个 晶 格 


@ 此 处 我 们 不 讨论 确定 作用 于 物体 的 力 引起 位 错 运动 的 问题 . 解决 这 个 问题 需要 细致 地 研究 位 错 
运动 的 微观 机 制 及 其 被 不 同 缺陷 的 阻 滞 ,这 样 做 必须 考虑 真实 晶体 的 物理 数据 . 


=0 (29. 3) 
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周期 ;因为 晶 格 最 后 成 为 完整 唱 格 ,所 以 晶体 处 于 无 应 力 状 态 . 与 由 物体 热力 学 
状态 唯一 确定 的 弹性 形变 相反 ,塑性 形变 是 过 程 的 函数 . 研究 静止 位 错时 无 需 
区 分 弹性 形变 与 塑性 形变 , 那 时 我 们 只 对 与 晶体 以 前 的 历史 无 关 的 应 力 感 
兴趣 . 


图 25 
令 为 介质 中 各 点 的 几何 位 移 矢 量 ( 从 形变 过 程 开 始 前 其 所 在 位 置 起 算 )， 
其 对 时 间 的 导数 到 =zw 如 果 借助 矢量 w 构成 “总 畸变 ” 张 量 邢 = 9ui/9x,, 那 么 
从 张 量 歼 , 中 减 去 与 式 (29.2) 给 出 的 张 量 ws 相同 的 “弹性 畸变 ” 张 量 ,我 们 就 得 
到 了 畸变 张 量 的 “塑性 部 分 "ww 如 .引入 记号 
we 
es (29. 4) 


ja 的 对 称 部 分 确定 塑性 形变 张 量变 化 的 速率 :在 无 限 小 时 间 8i 内 ,zx 的 改变 
等 于 





Bu =— Ua + ji:) Bt. (29.5) 


(E. Kriner,G. Rieder,1956). 特别 要 指出 的 是 ,如 果 塑 性 形变 没有 破坏 介质 的 连 
续 性 , 则 张 量 j; 的 迹 等 于 零 . 事实 上 ,塑性 形变 不 会 使 物体 拉 伸 或 压缩 (这 两 种 
形变 总 是 和 内 应 力 的 出 现 有 关 ) , 亦 即 xz =0, 从 而 js = -ul /9t=0. 
将 wi? = 且 ， -wi 代入 定义 (29.4) 后 ,可 将 其 写 为 联系 弹性 形变 和 塑性 形 
变 的 变化 速率 的 方程 : 
st = (29. 6) 
此 处 应 将 元 看 作 已 知 量 ,这 些 量 应 当 满 足 使 方程 (29. 6) 和 (29.2) 相 容 的 条 件 . 
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这 些 条 件 可 由 式 (29.2) 对 时 间 求 导 后 再 将 (29. 6) 代 人 得 到 ,它们 的 形式 为 








Su + au - 0. (29.7) 
ot Ox 
方程 (29.2) ,(29.6) 连 同 动力 学 方程 
00， 
pr: = a Oip = MAinmUm = AipmW Im (29. 8) 


一 起 ,构成 了 描述 具有 位 错 运动 的 弹性 介质 动力 学 的 完备 方程 组 ( 科 谢 维 奇 ， 
1962). 在 这 些 方程 中 出 现 的 张 量 pi 和 分别 表征 位 错 分 布 和 位 错 运 动 , 它 们 是 
坐标 (和 时 间 ) 的 已 知 函 数 . 这 些 函 数 应 当 满 足 等 式 (29.3) 和 (29.7) ,其 中 式 
(29.3) 是 (29. 2) 诸 方程 间 的 相 容 性 条 件 , 而 式 (29. 7) 则 是 方程 (29. 2 ) 与 
(29. 6) 的 相 容 性 条 件 . 

可 将 相 容 性 条 件 (29.7) 看 作 是 介质 中 伯 格 斯 矢量 守恒 定律 的 微分 表示 . 实 
际 上 ,将 方程 (29.7) 的 两 端 在 某 一 封闭 曲线 工 支 撑 的 表面 上 作 积分 ,根据 式 
(29.1) 引 入 曲线 上 所 包含 位 错 的 总 伯 格 斯 矢量 5, 并 利用 斯 托 克 斯 定理 ,得 到 


db 
3 二 一 人 ar: (29. 9) 


由 该 等 式 显然 可 见 ,等 式 右 端的 积分 决定 单位 时 间 内 流 过 回路 工 的 伯 格 斯 矢量 
的 多 少 ,也 就 是 穿 过 曲线 工 的 位 错 所 带 走 的 伯 格 斯 矢量 的 多 少 . 因此 ,很 自然 地 
将 疡 称 作 位 错 通 量 密度 张 量 . 

在 孤立 位 错 环 的 特殊 情况 下 ,与 位 错 移动 时 塑性 形变 的 表达 式 (28.2) 相 对 
应 , 张 量 吉 显然 具有 如 下 形式 : 

js = empnV, = emTIiV, bd(E). (29. 10) 

此 处 了 为 位 错 线 上 给 定点 的 速度 . 在 此 情况 下 ,通过 回路 工 上 线 元 df 的 通 量 矢 
jadl; 正比 于 di.*7TxV=V. dix7, 即 速度 了 在 与 d! 和 7 二 者 都 垂直 的 方向 上 
的 分 量 ,由 几何 概念 显然 可 见 ,这 一 结果 是 正确 的 ,因为 只 有 速度 的 这 个 分 量 才 
导致 位 错 与 线 元 dl 相交 . 

我 们 注意 到 , 张 量 (29. 10) 的 迹 正 比 于 位 错 速度 在 其 滑 移 平 面 法 线 上 的 分 
量 . 前 面 说 过 ,介质 密度 没有 非 弹 性 变化 是 由 条 件 j; =0 保障 的 . 与 前 述 位 错 运 
动 的 物理 本 质 相应 (参见 $28 第 二 个 脚注 ) ,我 们 看 到 ,在 孤立 位 错 环 情况 下 这 
个 条 件 意味 着 位 错 运动 是 在 其 滑 移 平面 上 进行 的 . 

最 后 ,我 们 讨论 位 错 环 在 晶体 中 的 分 布 使 得 其 总 伯 格 斯 矢量 (标记 为 召 ) 等 
于 零 的 情况 9. 这 个 条 件 意 味 着 沿 物体 任意 横 截 面 的 积分 


Jps df = 0. (29. 11) 


全 ”图 26 较为 夸张 地 表示 出 位 错 的 存在 会 引起 晶体 的 弯曲 . 条 件 B=0 表示 晶体 总 体 上 没有 宏观 弯曲 . 
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图 26 


由 此 得 出 ,位 错 密度 可 以 表示 为 以 下 形式 





mt (29. 12) 
(FEF. Kroupa,1962) ,此 时 积分 (29. 11) 变 换 为 沿 物体 外 部 回路 的 积分 并 等 于 零 . 
同样 我 们 也 要 指出 ,表达 式 (29. 12) 自动 满足 相 容 性 条 件 (29. 3). 


容易 看 出 ,这 样 定义 的 张 量 Ps 表示 形变 晶体 的 位 错 矩 密度 (因此 自然 地 将 
它 称 为 位 错 极 化 张 量 ). 实际 上 ,按照 定义 ,晶体 的 总 位 错 矩 Da 等 于 


宅 = 5 8,5, = Do, 5 bah urdr, = 关 | xipaiidy, 


其 中 求 和 的 范围 为 所 有 的 位 错 环 ， 积分 在 晶体 全 部 体积 上 进行 将 式 (29. 12) 代 
人 上 式 , 有 








D, = 过 [eu ei suay - = Lp 区 P sj ay。 
对 积分 号 内 的 两 项 作 分 部 积分 ,最 后 得 、 
Das = [Pady. i 、 (29.13) 
于 是 ,位 错 通 量 密度 也 可 通过 同样 的 Pu 表 泵 为 
ja = (29. 14) 


9 
这 点 很 容易 得 到 证 实 ,例如 在 对 物体 的 任意 一 部 分 位 积 计算 积分 jadV 时 ,借助 


于 表达 式 (29. 10) , 便 可 给 出 该 部 分 体积 所 包含 的 全 部 位 错 环 的 总 和 . 我 们 注意 
到 ,表达 式 (29. 14) 与 (29. 12) 一 起 自动 满足 相 容 性 条 件 (29.7). 

比较 (29. 14) 与 (29.4) 两 式 ,我 们 看 到 8w ”= 8Pi. 如 果 我 们 约定 ,将 具有 

P, =0 的 状态 看 作 是 无 塑性 形变 状态 , 则 将 有 wr ”= Pa. 当然 ,整个 形变 过 程 是 

在 B=0 的 条 件 下 进行 的 . 这 点 必须 加 以 强调 ,因为 张 量 P; 和 ws” 之 间 存 在 原 

则 区 别 : 张 量 Pi 是 物体 状态 的 函数 ,而 张 量 wh" 不 是 ,后 者 依赖 于 导致 物体 进 

人 该 状态 的 过 程 . 在 这 些 条 件 下 ,我 们 有 

w,, = W, — wp So i 

法 3 证 OX, 斌 ? 


(29. 15 ) 
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其 中 仍然 是 偏离 未 形变 状态 时 位 置 的 总 几何 位 移 矢 量 . 在 此 情况 下 ,方程 
(29.6) 恒 能 满足 ,而 动力 学 方程 (29.8) 有 如 下 形式 : 


Ou 1 
pu ~ Aim Bx, dx, = — 人 im 人 (29. 16) 
这 样 一 来 ,确定 具有 B =0 的 诸 运 动 位 错 所 产生 的 弹性 形变 的 问题 ,就 转化 
为 求解 在 晶体 中 具有 密度 分 布 为 -An6Pia/9xs 的 体积 力 的 通常 弹性 理论 问题 
下 
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我 们 考虑 在 同一 个 滑 移 面 上 分 布 有 大 量 平行 的 相同 直线 位 错 的 总 体 情形 ， 
并 推导 出 决定 其 平衡 分 布 的 方程 . 令 z 轴 平 行 于 位 错 ,xz 平面 与 滑 移 平面 重合 . 

出 于 确定 性 的 要 求 ,我 们 假定 位 错 的 伯 格 斯 矢量 的 指向 沿 x 轴 . 此 时 作用 
在 滑 移 面 单位 长 度 位 错 上 的 力 等 于 bo,, ,其 中 为 位 错 所 在 处 的 应 力 . 

一 个 直线 位 错 所 产生 并 作用 于 另 一 个 位 错 的 应 力 ,以 反比 于 二 者 之 间距 离 
的 方式 减 小 . 因此 处 于 x' 点 的 位 错 在 x 点 产生 的 应 力 具 有 6D/(x -x') 的 形式 ， 
其 中 D 为 具有 晶体 弹性 模 量 数量 级 的 常数 . 可 以 证 明 , 此 常数 D>0, 亦 即 处 于 
同一 滑 移 面 的 两 个 同样 的 位 错 相互 排斥 (对 于 各 向 同性 介质 ,已 在 8$28 习题 3 
中 作出 证 明 ). 

我 们 采用 p(x) 表 示 分 布 在 * 轴 上 线段 (oa,a; ) 内 的 位 错 的 线 密度 ,p(z) dx 
为 穿 过 dx 区 间 上 各 点 的 位 错 的 伯 格 斯 矢量 之 和 . 此 时 ,所 有 位 错 在 * 轴 的 x 点 
上 产生 的 总 应 力 可 表示 为 积分 形式 : 

gD 上 (30.1) 
对 于 处 于 线段 (a ,a,) 内 部 的 任 一 点 ,应 当 将 这 个 积分 理解 为 主 值 ,以 便 消去 毫 
无 物理 意义 的 位 错 的 自作 用 . 

如 果 在 xy 平面 还 存在 由 外 载荷 产生 的 平面 应 力 场 oc:* (x,y) , 则 每 一 个 位 
错 将 受到 力 b(o, +p(x) ) 的 作用 ,这 里 为 了 简洁 ,我 们 记 p(x) =ol (x,0). 平 
衡 条 件 归 结 为 此 力 为 零 :qo,, +p =0, 也 就 是 


pf 2 2 上 - = 2 SC (30.2) 


这 里 P 表示 主 值 积分 . 人 p(x) 的 积分 方程 . 就 方程 类 别 而 
言 , 它 属于 具有 柯 西 型 积分 核 的 奇异 积分 方程 . 

对 这 种 方程 的 求解 ,可 转化 为 以 以 下 方式 表述 的 复 变 函数 理论 问题 . 

令 Q(z) 为 在 具有 割 线 (a, ,a,) 的 复 平面 z 上 以 积分 


Q(z) = 下 (30.3) 
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定义 的 函数 . 用 2`(x) 和 0 (%) 表 示 02(z) 在 市 线 上 岸 和 下 岸 的 极限 值 ,它们 
分 别 等 于 以 一 无 限 小 半圆 在 割 线 上 方 或 下 方 绕 过 z=x 点 的 沿 割 线 (a, ,a,) 所 取 
的 积分 , 亦 即 


0O* (x) = Be i (30.4) 

如 果 p(#) 满足 方程 (30.2) , 则 积分 主 值 等 于 w(x) ,于 是 我 们 有 
{2° (x) + (x) =2w(xz)， (30.5) 
2 (x) -12 (x) = 2imp(x), (30.6) 


这 样 一 来 , 解 方 程 (30.2) 就 等 价 于 寻求 具有 式 (30. 5) 性 质 的 解析 函数 2(z) 的 
问题 ,之 后 按照 式 (30.6) 即 可 确定 p(x). 此 时 ,由 所 研究 问题 的 物理 条 件 还 要 
求 Q( % ) =0, 这 个 条 件 来 源 于 在 远离 位 错 系 统 的 地 方 ( 即 x 一 + ww ) 应 力 应 
该 趋 于 零 (按照 定义 (30.3) ,在 线段 (a1,0) 之 外 ,0,,(x) = -DO(x) ). 

我 们 先 来 研究 这 样 一 种 情况 ,此 时 不 存在 外 应 力 (p(*) =0) ,而 位 错 在 线段 
(a1,0,) 两 端 被 某 些 障碍 物 ( 晶 格 缺陷 ) 所 阻 灌 . 当 w(x) =0 时 ,由 式 (30.5) 有 
02' (x) = -0-(x) , 亦 即 , 当 绕 过 o ,a, 两 点 中 的 每 一 点 时 ,函数 Q(z) 应 该 变 
号 . 满足 这 个 条 件 的 任意 函数 具有 以 下 形式 : 

P(z) 
Va -zs a) 
其 中 P(z) 为 多 项 式 . 条 件 0( % ) =0 将 这 个 多 项 式 最 后 确定 为 P(z) =1( 准 确 
到 任意 常 系数 ) ,这 样 


人 2(z) = 





(30.7) 


1 








Q(z) = : (30. 8) 
Va, -2z)(z-a) 
根据 式 (30. 6) ,所 求 函 数 p(x) 也 有 同样 的 形式 . 根据 条 件 
[ple at =B (30.9) 
(B 为 所 有 位 错 的 伯 格 斯 矢量 之 和 ) 确 定 函 数 p(x) 中 的 系数 后 ,我 们 得 到 
p(x) = > (30. 10) 


TV(a —%)(x—a) 
由 此 我 们 知道 ,位 错 以 反比 于 到 达 其 距离 的 平方 根 的 密度 向 线段 边界 的 障碍 物 
塞 积 . 线段 (a ,a,) 之 外 的 应 力 在 接近 a 或 a, 时 也 以 同样 的 规律 增长 ,例如 , 当 
%>a, 时 ， 
BD 


TI 


换言之 ,位 错 在 边界 附近 的 塞 积 导致 了 边界 另 一 侧 的 应 力 集中 . 
现在 我 们 假定 在 同样 条 件 下 (在 线段 两 端 存在 障碍 物 ) 也 存在 外 应 力 场 
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p(%*). 我 们 用 0Q2,(z) 表 示 形 如 式 (30.7) 的 函数 ,并 将 等 式 (30.5) 改 写 ( 将 等 式 
除 以 0; = -0; ) 为 
2 (x) 2 (x) 2w(x) 
Q(x) Q(x) Q(x) 
将 这 个 等 式 与 式 (30.6) 比较 ,我 们 得 出 以 下 结论 : 
Q(z) _ 1 w(t) 由 
fo(z) im (0 (€) EE -2 
其 中 P(z) 为 多 项 式 . 选取 函数 (30.8) 作 为 (2,(z) ,并 置 P(z) =C(C 为 常数 ) ,我 们 
得 到 满足 条 件 2(% ) =0 的 解 . 由 此 ,根据 公式 (30. 6) 寻 得 待 求 函数 p(x) 为 


0 人 








+ imP(z) ， (30. 11) 





p(x) = 一 
T (= -*) % 一 Qi 


C 


本 
其 中 常数 C 由 条 件 (30. 9 ) 确定 . 当 x 一 *a, 时 ,此 处 p(x) 依 照 (a, -x) 2 到 的 规律 
增长 (x 一 a, 时 也 有 类 似 规 律 ) ,而 在 障碍 物 的 另 一 侧 出 现 同样 的 应 力 集 中 . 

如 果 只 在 一 端 存在 障碍 物 ( 比如 说 在 a, 点 ) ,那么 所 求 的 解 应 当 满 足 包 括 
x%=@l 点 在 内 的 所 有 x <a, 的 点 上 应 力 有 限 的 条 件 , 此 时 a, 的 位 置 事 先 并 不 知 
道 , 需 要 由 问题 的 解 来 确定 . 就 函数 Q(z) 而 言 ,这 表示 CQ(a, ) 必须 是 有 限 的 . 如 


果 选 取 与 式 (30.7) 有 关 的 函数 


为 o(z) ,并 在 式 (30. 11 ) 中 令 P(z) =0, 则 满足 这 一 条 件 ( 同 时 也 满足 条 件 
Q2(%m ) =0) 的 函数 可 由 同样 的 公式 (30. 11) 求 得 . 结果 我 们 得 到 


2 二 | 及 a (30. 13) 


当 x->a, 时 ， a 在 点 w 的 另 一 侧 ,总 应 力 g(x) + 
P(x) 也 以 同样 的 规律 趋 于 零 . 
最 后 , 令 线段 两 端 均 无 障碍 , 且 位 错 仅 由 外 应 力 P(x) 约束 . 将 
12.(z) = V(a -2z)(z-a), P(z) =0 
代入 式 (30. 11) 后 ,我们 得 到 相应 的 2(z). 但 此 时 条 件 2(% ) =0 要 求 满足 另 
一 附加 补充 条 件 :在 式 (30. 11) 中 取 z 一 % 的 极限 ,我 们 得 到 


人 ok)d -0. (30. 14) 
1! Vlas -€)(é -a) 


(30. 12) 
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待 求 聘 数 p(x) 由 公式 


1 02 w(é) dé 
= -二 Va -x) (x -a)P| 一 一 一 > 一 -~ 
pP(z) = 二 VCo *) (x “了 (ww -EE a) -% 


(30. 15) 





给 出 ,线段 两 端点 ci ,a, 的 坐标 则 由 条 件 (30.9) 和 (30. 14) 确 定 . 
习 题 


试 在 线段 一 端 或 两 端 存在 障碍 物 的 情况 下 , 求 出 均匀 应 力 场 (p(x) =po) 中 
位 错 的 分 布 . 

解 ;: 在 障碍 物 只 存在 于 线段 一 端 ( 比 如 a, 端 ) 的 情况 下 ,计算 积分 (30. 13) 
给 出 


位 错 分 布 区 域 的 长 度 则 由 条 件 (30.9) 确 定 ,为 oz -a =2BD/po. 在 障碍 物 附近 
另 一 侧 的 应 力 集中 的 规律 为 


Q2 一 QI 





0 ~ Po 
%—a, 


在 长 度 为 2L 的 区 域 两 端 均 被 障碍 物 限 制 的 情况 下 ,将 % 的 原点 取 在 线段 
中 点 ,根据 (30. 12) 我 们 得 到 


p(x) = Sl +B)- 


附录 ” 弹性 介质 中 裂缝 的 平衡 


裂缝 的 平衡 在 一 系列 弹性 力学 问题 中 带 有 显著 的 独特 性 . 从 理论 的 观点 
看 ,裂缝 是 弹性 介质 中 的 一 种 空 腔 , 当 介质 中 存在 应 力 时 这 个 空 腔 存 在 ,而 当 载 
荷 撤 去 后 它 即 会 闭合 . 裂缝 的 形状 和 大 小 显著 地 依赖 于 作用 于 其 上 的 应 力 . 因 
此 这 个 问题 数学 上 的 特殊 性 在 于 所 要 求解 问题 的 边界 条 件 给 在 一 个 表面 上 ,而 
这 个 表面 一 开始 我 们 并 不 知道 , 它 本 身 要 由 问题 的 求解 结果 来 确定 . 0 

我 们 考察 各 向 同性 介质 中 的 一 条 裂缝 , 异 颖 在 z 方 向 上 均匀 、 长 度 无 限 且 处 
于 平面 应 力 场 go (x,y) 中 . 换 名 话说 ,这 是 一 个 二 维 弹性 理论 问题 . 我 们 假定 

* ”1965 年 出 版 的 本 书 俄 文 第 三 版 新 增 了 位 错 一 章 , 其 中 含有 题 为 “弹性 介质 中 裂缝 的 平衡 "一 节 . 
但 在 以 后 的 俄 文 第 四 、 第 五 两 版 (1987 ,2004 ) 中 这 一 节 不 知 为 何 被 删 去 了 . 奇怪 的 是 ,经 栗 弗 希 兹 本 人 作 
序 的 本 书 英文 修订 第 三 版 (1986) 中 仍然 保留 了 这 一 节 , 以 后 的 英文 版 虽 根 据 俄 文 新 版 做 过 多 次 修正 , 仍 
一 直 保 留 这 一 节 . 鉴于 这 一 节 无 论 在 物理 内 容 和 数学 处 理 方 法 上 都 较为 独特 , 且 从 未 有 过 中 文 译文 ,为 利 


于 有 兴趣 的 读者 参考 ,我 们 根据 俄 文 第 三 版 和 英文 第 三 版 将 此 节 译 出 ,作为 第 四 章 的 附录 . 一 一 译 者 注 
@@ ”此 处 讨论 的 裂缝 的 定量 理论 是 由 了. H. Bape6rarr(1959 ) 提出 的 . 
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应 力 关 于 裂缝 截面 的 中 心 对 称 . 于 是 裂 锋 的 截面 的 轮廓 线 也 是 对 称 的 ( 见 图 
Al1). 令 截 面 轮廓 线 的 长 度 为 2L, 且 其 宽度 是 随 * 变化 的 h(x) ,由 于 裂缝 是 对 称 
的 , 故 h( 一 x) =h(%). 


| 
1 
1 
多 AN 
Sr 


h(x) 


假设 裂 锋 很 窗 ( < 并 ). 于 是 裂缝 表面 的 边界 条 件 可 应 用 于 x 轴 的 相应 线 
段 上 . 这 样 一 来 ,裂缝 就 可 以 看 作 是 xy 平面 内 的 一 条 间断 线 ,在 这 条 线 上 位 移 


的 法 向 分 量 w = + 广 h 是 不 连续 的 . 


我 们 引入 另 一 个 未 知 函 数 p(z) 代 替 (x) ,这 个 函数 的 定义 由 以 下 公式 给 
出 ; 
hx) = [padz，p(- = -p(s). (Al ) 

可 以 方便 地 将 函数 p(x) 纯 形 式 地 解释 为 在 * 轴 上 连续 分 布 的 直线 位 错 ( 沿 z 
轴 ) 的 密度 ,这些 位 错 的 伯 格 斯 矢量 平行 于 y 办 0. 在 $ 27 中 已 经 指出 ,可 以 把 
位 错 线 看 作 其 上 位 移 u 经 受 路 变 5 的 间断 表面 的 边缘 线 . 在 式 ( A1) 的 表示 中 ， 
可 将 法 向 位 移 在 * 点 的 唉 变 h 视 为 通过 这 点 右 侧 的 所 有 位 错 的 伯 格 斯 失 量 之 
和 . 等 式 p( -x) = -p(x) 则 意味 着 在 点 x=0 左 侧 和 右 侧 的 位 错 带 有 相反 的 
符号 . 

在 这 样 的 表示 下 ,可 以 立即 写 出 x 轴 上 正 应 力 r 的 表达 式 . 这 些 应 力 由 两 
部 分 相 加 而 成 ,第 一 部 分 是 外 载荷 产生 的 应 力 ro (x,0) (可 将 之 简 记 为 
p(z) ) , 另 一 部 分 是 由 裂缝 的 形变 形成 的 应 力 reo (4). 将 第 二 部 分 应 力 看 作 是 
由 分 布 在 线段 ( -L,L) 上 的 位 错 形成 的 ,类 似 于 式 (30. 1) ,我 们 得 到 


0 (4) =-D|, ede. (A2) 
对 于 处 在 线段 ( -LL) 上 的 点 ,以 上 积分 应 理解 为 主 值 积分 . 对 于 各 向 同性 


中 正 因为 如 此 ,我 们 才 把 裂缝 理论 放 在 位 错 一 章 来 讨论 ,尽管 从 物理 上 看 ,裂缝 理论 讲 的 是 与 位 错 
完全 不 同 的 物理 现象 . 
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二 
2m(1-o) 47(l1 -oo’) 
(参见 8$ 28 习题 3). 这 些 位 错 在 各 向 同性 介质 中 形成 的 应 力 o,, 在 x 轴 上 为 零 . 
如 上 所 述 ,与 x 轴 上 相应 线段 对 应 的 裂 矣 自由 表面 上 的 边界 条 件 要 求法 向 
应 力 rc =o' +p(x) 为 零 . 然而 ,由 于 以 下 情形 ,必须 将 这 个 条 件 进一步 精确 
化 . 
我 们 假设 ( 它 将 由 所 得 结果 证 实 ) 裂缝 两 岸 在 裂缝 边缘 处 弥合 得 相当 光滑 ， 
以 至 于 在 边缘 附近 两 个 表面 靠近 到 很 小 的 距离 上 . 在 这 种 条 件 下 ,有 必要 考虑 
两 表面 间 的 分 子 吸 引力 ,众所周知 ,这 种 吸引 力 的 作用 距离 r。 比 原子 间距 离 大 ， 
因此 在 靠近 裂缝 边缘 的 /入 nm 的 狭小 区 域内 ,这 种 力 将 会 起 到 重要 作用 (我 们 将 
这 个 区 域 长 度 的 数量 级 记 为 d, 下 面 将 给 出 对 它 的 估计 ). 
令 6 为 裂缝 单位 面积 表面 上 的 分 子 娶 合力 , 它 依赖 于 表面 间距 离 h?. 计 及 
这 些 力 后 ,边界 条 件 可 重 写 为 
cc +p(x) -GCG=0. (A4) 
自然 可 以 假定 ,在 靠近 边缘 的 区 域内 ,裂缝 的 形状 是 由 聚合 力 的 特征 确定 
的 ,与 施加 在 物体 上 的 外 载荷 无 关 . 因此 在 由 外 力 p(x) 确 定 裂缝 主要 部 分 的 形 
状 时 ,6 为 一 不 依赖 于 p(x) 的 已 知 函数 G(x) (当然 只 在 d 的 范围 内 ,因为 G 仅 
在 这 个 范围 内 才 是 重要 的 ). 
将 (A2) 中 的 ao (x) 代 入 (A4), 于 是 我 们 得 到 如 下 形式 的 p(x) 的 积分 
方程 : 


(A3) 


Pp] a elf dé - Bp) -6() = w(x). (A5) 


i 其 上 所 受 应 力 应 当 是 有 限 的 . 这 表明 ,我 们 在 求 
解 积分 方程 (A5 ) 时 仅 需 处 理 8$ 30 中 讨论 过 的 最 后 一 种 情况 ,其 结果 已 由 公式 
《30. 15 ) 给 出 . 若 坐 标 原 点 选 在 线段 ( - 工 ,大 ) 的 中 点 , 则 该 公式 形 为 

1 7 zpf” ww d 
p(z) = 二 | (A6) 
此 时 这 个 解 应 当 满足 条 件 (30. 14) ,该 条 件 的 形式 现在 应 为 
[2 p(x) dx 3 。 -0 
o VL -x 
ET a 到 工 的 
积分 ). 由 于 G(%) 仅 在 L-x~d 的 区 域内 不 为 零 , 故 在 上 式 的 第 二 项 积分 中 可 


”在 宏观 理论 中 ,函数 G(x) 是 随 L -4 减 小 而 光滑 增长 的 函数 ,在 裂缝 边缘 这 个 函数 达到 其 极 
大 值 . 


(A7) 
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令 [-w2L(L -x), te 





es A8 
(A8) 
式 中 我 们 用 W 表示 与 介质 人 
G(éE) dé 
M= | es. (A9) 
[2 


这 个 常量 可 通过 物体 的 普通 宏观 特征 量 , 亦 即 其 弹性 模 量 已 和 表面 张力 系数 a 
表示 ,今后 我 们 将 会 看 到 ,此 一 关系 的 表达 式 为 


TabE 


M= (A10) 


1-o” 
方程 (A8) 可 由 给 定 应 力 分 布 p(*) 确定 裂缝 长 度 2L. 例如 ,对 于 施加 在 裂缝 两 
侧 中 心 的 集中 力 用 p(x) =J8(x) ) 拉 开 的 裂缝 ,我 们 求 得 
2L 3 2 
M 


(Al1) 
ToaE 
然而 我 们 应 当 注 意 ,并 非 所 有 的 应 力 分 布 p(x) 都 可 能 给 出 裂缝 的 稳定 平衡 . 例 
如 ,对 于 均匀 拉 伸 应 力 p(x) = const=po ,由 式 (A8) 可 得 

2L = a -= ~ 2 (A12) 

Tp Tl-o )po 

这 一 依赖 关系 的 特性 (p。 增 大 时 工 减 小 ) 表 明 裂 颖 处 于 不 稳定 状态 . 由 式 ( A12) 
确定 的 工 值 对 应 于 不 稳定 平衡 并 给 出 裂缝 的 “临界 ”长 度 ; 更 长 的 裂缝 会 任意 增 
大 ,更 短 的 裂缝 则 会 自动 “闭合 "(这 个 结果 是 A. A. Griffith (1920) 首 先 得 到 
的 ). 

我 们 现在 来 研究 裂缝 的 轮廓 线 . 当 L-x<d 时 ,在 式 (A6) 的 积分 中 起 主要 
作用 的 是 二 -上 ~d 的 区 域 ,在 这 个 区 域内 w(E) = -D(E)/D. 此 时 积分 可 用 其 
在 x 一 并 的 极限 值 代替 了 , 故 得 p = const VL-x, 由 此 ， 

h(x) = consi(L -x)’”? (L-x ~d). (Al3 ) 

我 们 看 到 ,在 裂缝 两 边 的 端 区 d 内 , 裂 妖 确实 是 以 相当 光滑 的 方式 弥合 的 . 
式 (A13 ) 中 的 常 系数 值 与 分 子 聚 合力 的 性 质 有 关 , 它 不 可 能 通过 通常 的 宏观 参 
量 表示 @. 

在 裂 矣 轮廓 线 离 其 端点 更 远 的 dg < 工 -x < 工 范围 内 ,区 域 了 -上 ~d 重 又 在 

@ ”为 了 得 到 极限 值 ,我 们 首先 必须 将 (A6 ) 中 的 积分 分 为 两 个 分 别 以 w(#) -w(L) 和 w( 上 ) 为 分 子 
的 积分 ,第 二 个 积分 对 极限 值 无 贡献 . 

@ 式 (Al13) 系 数 估计 值 的 数量 级 为 Va7d, 即 const ~ Va74, 其 中 a 为 原子 尺度 (利用 a ~aB,M ~ 
EVa). 对 d 的 长 度 的 估计 可 由 条 件 h(d) ~m 得 到 , 故 d ~ 及 /a 六 m. 应当 指出 ,实际 上 所 要 求 的 不 等 式 仅 
在 很 小 的 范围 内 才 满足 , 故 所 求 得 的 裂缝 末端 的 “ 鸟 路" 不 应 当 看 作 是 准确 解 
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式 (A6 ) 的 积分 中 起 主要 作用 . 除 令 天 - 若 =25(Z-E 和 闫 -和 巡 兰 25( 基 -x) 外 ， 
此 处 我 们 可 使 用 代 换 上 -xs 工 -x. 结果 得 到 


-~ M 
7D HE 
其 中 MM 与 式 (A9) 和 (Al0) 中 的 常量 相同 . 由 此 得 到 
ye (A14) 





™D 
由 此 ,裂缝 轮廓 线 的 末 段 在 上 -x <<L 的 整个 区 域内 与 所 施加 的 外 力 无 关 ( 因此 
也 与 裂缝 长 度 无 关 ) ; 当 工 -x>>d 时 ,轮廓 线 由 式 (A14) 给 出 ;而 当 上 -x~d 时 ， 
轮廓 线 具 有 由 式 (A13) 表 示 的 无 限 尖 锐 的 “ 鸟 嘴 ” 形 状 ( 见 图 A2). 其 余部 分 的 
裂缝 形状 则 依赖 于 所 施加 的 力 . 
如 此 一 来 ,如 果 将 聚合 力作 用 半径 m 数量 
级 范围 内 的 细节 忽略 不 计 , 则 整 条 裂缝 就 具有 
一 条 端点 被 抛物 线 (A14) 光 滑 了 的 匀 整 的 轮廓 
线 , 同 时 这 条 轮廓 线 是 借助 于 通常 的 宏观 参量 
完全 由 外 加 作用 力 确 定 的 . 但 是 ,实际 上 出 现 的 
端 部 小 ( ~ dg) “ 马 嘴 "具有 根本 性 的 意义 , 正 是 它 
们 保证 了 应 力 在 裂缝 端 部 取 有 限 值 . 
裂缝 在 x 轴 延 长 线 上 产生 的 应 力 由 方程 
(A2) 确 定 .在 d < 之 x -LL 的 x-L 距离 处 3， 
(cr) M 


Oy = Oy 一 








(A15) 
TT VX-L 


在 接近 裂 链 边缘 时 ,应 力 以 这 一 规律 一 直 增 长 到 距离 x-L~d 处 ,之 后 o,, 在 x% 
=L 上 点 降 为 零 . 

余下 的 问题 是 推导 前 面 已 经 用 到 的 联系 常量 UN 与 宏观 物理 量 的 公式 
(A10). 为 此 ,我 们 通过 在 长 度 工 变化 时 令 自 由 能 的 变 分 为 零 , 写 出 总 自由 能 取 
极 小 值 的 条 件 . 

首先 , 当 裂缝 长 度 增加 5L 时 裂缝 的 两 个 自由 表面 的 表面 能 增加 8F, = 
2a5L. 其 次 ,裂缝 的 两 个 端点 被 “打开 "使 弹性 能 下, 减 小 了 


[osx) n(x) dr, 


式 中 n(%) 为 裂缝 轮廓 移动 后 和 移动 前 的 宽度 之 差 . 因为 裂缝 端点 的 轮廓 与 裂 





@ 这 个 积分 很 容易 算出 ,但 如 果 考 虑 到 $ 30 结论 中 所 述 的 x < 上 时 函数 p(x*) 与 x>L 时 ol" 间 的 
明显 联系 ,完全 不 必 计 算 这 个 积分 . 
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链 长 度 无 关 , 故 n(x) =h(x 一 8L) -Ai(xz). 当 xx< 工 时 ,应 力 xv =0; 而 当 x > 并 
时 ,h(x) =0. 因此 我 们 有 


SF = -了 | os)h(r - BL) ds 
将 式 (A14) 和 (Al15) 代 和 人 上 式 , 我 们 得 到 
SF a Mr L+8L L+ Lx a 2 5L Vydy a M? 








Dj aL-y 2n De 
最 后 ,从 条 件 SF + SF = 0, 我 们 得 到 关系 式 M = 4mw aD, 从 而 得 到 式 
(A10)®. 


@ 我 们 注意 到 ,上 述 理论 (包括 关系 式 ( A10)) 就 其 实质 而 言 只 适用 于 理想 脆 体 , 亦 即 直至 被 破坏 
之 前 仍 保持 线性 弹性 关系 的 物体 (如 玻璃 、 熔 融 石英 ). 在 具有 塑性 的 物体 中 ,裂缝 的 形成 伴随 有 裂缝 端 
点 的 塑性 形变 . 
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$31 固体 中 的 热传导 方程 


对 固体 介质 的 非 均 匀 加 热 不 会 像 在 液体 中 通常 发 生 的 那样 引起 对 流 . 这 里 
热 的 传输 只 有 热传导 一 种 方式 . 因此 ,描述 固体 中 热传导 过 程 的 方程 比 在 液体 
中 要 简单 得 多 ,由 于 对 流 的 存在 ,液体 中 描述 热传导 过 程 的 方程 相当 复杂 . 

固体 中 的 热传导 方程 可 以 直接 由 以 热量 的 连续 性 方程 形式 表示 的 能 量 守 
恒定 律 导 出 . 单位 体积 物体 在 单位 时 间 内 吸收 的 热量 等 于 T9353/3i, 其 中 5 为 体 
积 炉 . 这 个 量 应 当 等 同 于 -VY ' 4, 这 里 4 为 热流 密度 . 热流 实际 上 永远 正比 于 温 
度 梯 度 ,也 就 是 说 ,可 以 写 为 94= -xV 了 (xz 为 热 导 率 ). 于 是 


T= V(xV7). (31.1) 


根据 公式 (6.4) ,可 以 将 炉 改 写 为 

S = S(T) + Kau,, 
其 中 a 为 热膨胀 系数 ,Se 为 物体 处 于 未 形变 状态 时 的 箭 . 我 们 如 通常 一 样 假定 
物体 内 的 温差 足够 小 ,使 得 可 将 诸如 x,a 等 物理 量 当 作 常 量 . 将 上 面 写 出 的 $ 
表达 式 代 入 后 ,方程 (31. 1) 取 以 下 形式 

a + OKT us = xAT. 

ot oat 

根据 熟知 的 热力 学 公式 ,我 们 有 
C，- C，= Ko 人 

So 的 导数 可 写 为 
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9S。_ 6S。37 C,a7 
a Ta Ta 
( 偏 导数 98So/87 是 在 uw; 二 Vw=0, 亦 即 体积 恒定 条 件 下 取 的 ). 


结果 我 们 得 到 如 下 形式 的 热传导 方程 





C,— “一 VE -= 也 31.2 
"ot Q 有 ) 


为 了 得 到 完备 方程 组 ,热传导 方程 还 必须 与 确定 非 均匀 加 热 物体 形变 的 方程 联 
立 . 这 个 方程 便 是 平衡 方程 (7.8) : 


2(1 -Lo VTiu (2r) xxz = +e v7 (31.3) 


由 方程 (31. 3 ) 原则 上 可 以 确定 出 任意 给 定 温度 分 布下 物体 的 形变 . 把 由 式 
(31.3) 求 出 的 Y .zx 的 表达 式 代入 方程 (31. 2) 后 ,得 到 只 含 一 个 未 知 函 数 
T(x,y,z,t) 的 确定 温度 分 布 的 方程 . 
现在 我 们 来 研究 无 限 介质 中 的 这 样 一 个 热传导 问题 ,介质 中 的 温度 分 布 仅 
满足 一 个 条 件 :在 无 穷 远 处 温度 趋 于 固定 极限 值 Tu, 且 在 该 处 介质 无 形变 . 在 此 
情况 下 ,由 方程 (31. 3) 推 得 VY， w 与 7 之 间 的 关系 (参见 $7 习题 8) : 
V:u= = 了 ye(7- 7,). 
将 此 表达 式 代 入 式 (31.2) 后 ,我 们 得 到 
(1 +0o)C, +2(1 -20)C, aT 
3(1 -0o) ot 





= xAT, (31.4) 


这 是 通常 的 热传导 方程 . 

假如 杆 的 两 端 中 有 一 端 (或 两 端 都 ) 是 不 固定 的 ,这 类 方程 也 可 以 描述 沿 细 
直 杆 长 度 方向 的 温度 分 布 . 假定 在 杆 的 每 一 横 截面 上 温度 均 为 常量 ,于 是 7 了 就 
只 是 沿 杆 的 长 度 方向 坐标 x 和 时 间 的 函数 . 杆 的 这 种 热膨胀 仅 导 致 其 长 度 的 变 
化 ,而 不 引起 其 直线 形状 的 变化 以 及 内 应 力 的 出 现 . 所 以 十 分 清楚 ,一 般 方程 
(31. 1) 中 的 偏 导数 3S/3z 应 当 在 固定 压强 下 取 , 因 为 (35/9i), = C,/T, 故 温度 分 
布 将 由 一 维 热传导 方程 


描述 . 

还 应 当 注 意 的 是 ,具有 在 实用 上 足够 精确 度 的 固体 中 的 温度 分 布 ,永远 可 
以 由 通常 的 热传导 方程 确定 . 问题 在 于 ,方程 (31.2) 左 端 第 二 项 与 第 一 项 比较 
只 是 数量 级 为 (C, - C,)/C, 的 修正 . 然而 ,固体 的 不 同 热 容 的 区 别 通 常 很 小 ,如 
果 将 之 略 去 不 计 ,固体 中 的 热传导 方程 总 可 以 写作 
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a (31.5) 
其 中 x 为 温 导 率 " , 它 是 由 热 导 率 x 与 某 一 单位 体积 平均 热 容 C 通过 关系 式 x = 


x/C 确定 的 . 
$32 晶体 的 热传导 


一 般 而 言 , 在 各 向 异性 介质 中 热流 密度 矢量 4 不 一 定 与 温度 梯度 重合 . 因 
此 ,在 晶体 中 ,4 与 温度 梯度 之 间 应 当 以 更 为 一 般 的 关系 式 


Qi 二 一 Mi (32.1) 


代替 gq = -xV 了 二 阶 张 量 x 称 为 晶体 热 导 率 张 量 . 与 式 (32. 1) 相 对 应 ,热传导 
方程 (31.5) 也 将 有 更 为 一 般 的 形式 
co = x a7 
ot ox, Ox, 





(32. 2) 
热 导 率 张 量 是 对 称 的 : 
Hik = Hpie (32.3) 
我 们 现在 证 明 这 一 结论 是 动 理 系 数 对 称 性 原理 (参见 本 教程 第 五 卷 $120) 的 
推论 . 
因为 不 可 逆 热 传导 过 程 引 起 的 物体 炉 增 加 率 等 于 
sfY'gy-=_[v.& .vl 
$m =-| dy = | 溪 Cdv + fq vidy. 
变换 为 面积 分 后 ,等 式 右 端 第 一 个 积分 等 于 零 . 于 是 我 们 得 到 
9 -fr.VvLdy- -2 YT 
So。 = | Vidy = | 二 
或 
S， = - | 有 3d. (32.4) 


根据 动 理学 系数 的 一 般 定义 ,从 (32.4) 我 们 可 以 得 出 如 下 结论 , 即 在 此 情况 
下 ,关系 式 





* ”这 个 术语 的 俄 文 原文 为 “TemnmeparypomrposonHocts”, 英文 版 将 其 译 为 “thermometric conductivi- 
ty” 按照 现行 国家 标准 GB3102.4 -95( 热 学 的 量 和 单位 ) ,这 个 术语 的 中 文 译 法 应 当 是 “ 热 扩 散 率 " ,与 
之 对 应 的 英文 术语 为 “thermal diffusivity”. 这 个 术语 的 内 容 只 与 热传导 过 程 有 关 , 而 “ 热 扩散 "本身 则 是 与 
热传导 完全 不 同 的 另 一 种 输 运 过 程 ,为 描述 它 已 有 “ 热 扩 散 ”、“ 热 扩散 系数 ”和 “ 热 扩散 比 ”三 个 通用 术 
语 (参见 本 教程 第 六 卷 $ 58 ,第 十 卷 $ 11), 因此 如 果 将 这 个 术语 按 国标 译 为 “ 热 扩 散 率 ”, 有 可 能 会 引起 
读者 的 概念 混淆 . 为 了 避免 这 种 情况 发 生 , 我 们 这 里 将 此 一 术语 译 成 “ 温 导 率 ”. 

@ 采用 本 教程 第 六 卷 §59 给 出 的 定义 形式 . 


§33 固体 的 黏 性 “ 153。 





中 的 系数 跨 x 是 动 理学 系数 . 所 以 ,由 动 理学 系数 的 对 称 性 可 直接 给 出 所 求 关 
系 式 (32. 3). 
二 次 型 
ar _ 97 a7 
ox ox, dx, 
应 当 是 正定 的 ,这 是 因为 业 的 时 间 导 数 (32.4) 应 当 为 正 . 众所周知 ,一 个 二 次 型 
正定 的 条 件 是 其 系数 矩阵 的 本 征 值 为 正 . 因此 热 导 率 张 量 x 的 所 有 本 征 值 恒 
为 正 ,这 点 从 热流 方向 的 直观 概念 看 来 是 显然 的 . 
张 量 x 的 不 同 独 立 分 量 数目 取决 于 晶体 的 对 称 性 . 因为 张 量 x 是 对 称 的 ， 
这 个 数目 应 当 与 二 阶 对 称 张 量 a (热膨胀 系数 张 量 , 参 见 本 卷 510) 所 具有 的 
独立 分 量 数 目 一 样 . 


$33 固体 的 恭 性 


迄今 为 止 ,我 们 在 研究 弹性 物体 中 的 运动 时 ,一直 认 为 形变 过 程 是 以 可 逆 
方式 进行 的 . 实际 上 , 仅 当 过 程 以 无 限 小 的 速率 进行 ,使 得 在 每 一 给 定时 刻 物 体 
中 都 来 得 及 建立 热力 学 平衡 状态 时 ,该 过 程 才 是 热力 学 上 可 道 的 . 然而 ,真实 的 
运动 都 是 以 有 限 速 率 进行 的 ,物体 在 每 一 给 定时 刻 并 不 处 于 平衡 状态 ,因此 在 
物体 中 进行 的 过 程 都 力图 使 之 趋 于 平衡 态 . 这 些 过 程 的 存在 导致 运动 的 不 可 道 
性 ,特别 是 表现 为 机 械 能 的 耗 散 ,最 终 转 换 为 热 0. 

能 量 的 耗 散 由 两 类 过 程 引 起 . 其 一 ,在 物体 内 部 不 同位 置 上 温度 不 相同 的 
情况 下 ,物体 中 出 现 的 热传导 不 可 闭 过 程 . 其 二 ,如 果 在 物体 中 发 生 某 种 内 部 运 
动 ,于 是 出 现 了 与 有 限 运动 速率 相 联系 的 不 可 闭 过 程 , 同 在 液体 中 一 样 ,这些 能 
量 耗 散 过 程 可 称 为 内 摩擦 或 黏 潇 过 程 “. 

在 大 多 数 情况 下 ,物体 内 部 宏观 运动 速率 是 如 此 之 小 ,以 致 能 量 耗 散 并 不 
显著 . 这 种 “ 准 可 逆 " 过 程 可 借助 于 耗 散 函数 (参见 本 教程 第 五 卷 8$ 121 ) 来 
描述 . 

正 因为 这 样 ,如 果 存 在 某 一 个 力学 系统 ,其 运动 伴随 有 能 量 耗 散 , 那 么 系统 
的 运动 仍 可 用 通常 的 运动 方程 描述 ,但 在 这 些 方程 中 需 在 作用 于 系统 的 力 中 加 
入 作为 速度 线性 函数 的 耗 散 力 或 摩擦 力 . 这 些 力 可 以 表示 为 耗 散 函 数 尺 ( 它 是 
速度 的 某 种 二 次 函数 ) 对 速度 的 导数 . 于 是 ,与 系统 某 一 广义 坐标 g。 相对 应 的 
摩擦 力 f, 此 时 形 为 





@@ 这 里 所 说 的 机 械 能 应 理解 为 弹性 物体 中 宏观 运动 的 动能 与 因 形 变 引 起 的 (弹性 ) 势 能 之 和 . 
* ” 耗 散 的 本 质 合 义 关系 到 系统 作 功 能 力 的 损失 ,参见 本 教程 第 五 卷 §20. 一 一 译 者 注 
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耗 散 函数 是 广义 速度 4。 的 正定 二 次 型 . 上 一 关系 式 等 价 于 
5R = - > fdg,, (33.1) 


其 中 SR 为 无 限 小 速度 变化 时 耗 散 函 数 的 改变 . 还 可 以 证 明 , 耗 散 函 数 的 二 倍 
2R 为 单位 时 间 内 系统 机 械 能 的 减少 . 

容易 将 关系 式 (33. 1) 推 广 到 连续 介质 中 存在 摩擦 时 的 运动 情况 . 这 种 情况 
下 ,系统 的 状态 由 一 系列 连续 广义 坐标 确定 . 这 些 坐 标 即 为 在 物体 每 一 点 上 给 
定 的 位 移 矢 量 &. 与 此 相应 ,关系 式 (33. 1) 应 改写 为 积分 形式 


sjRdy = - [sosar， (33.2) 
其 中 v= 让 ,而 /为 物体 单位 体积 内 的 耗 散 力 矢量 了 的 分 量 , 我 们 将 整个 物体 的 
总 耗 散 函 数 写 作 [Rdy, 其 中 为 单位 体积 的 耗 散 函数 . 


现在 我 们 来 确定 形变 物体 耗 散 孙 数 R 的 一 般 形 式 . 如 果 在 物体 中 没有 内 部 
运动 ,特别 是 ,如 果 物 体 只 进行 整体 平 动 或 转动 ,描述 内 摩擦 的 函数 R 应 当 趋 于 
零 . 换言之 ,在 w= const 及 w=Qxr 的 情况 下 , 耗 散 函 数 应 当 趋 于 零 . 这 表明 , 耗 
散 函 数 不 依 赖 于 速度 本 身 而 依赖 于 速度 梯度 ,而 且 它 仅 含 有 那些 当 v=022xr 时 
趋 于 零 的 导数 组 合 . 和 式 

1 /ov 0 只 
A 
亦 即 应 变 张 量 分 量 的 时 间 导 数 正 是 这 些 组 合 ?. 于 是 , 耗 散 函数 应 当 是 的 二 
次 函数 . 这 种 函数 最 一 般 的 形式 为 


R= Fan Davin (33.3) 
四 阶 张 量 n; 可 称 为 恭 性 张 量 . 这 个 张 量 具有 以 下 显然 的 对 称 性 质 2 ， 
Wikim = Mimig = Niilm 二 人 (33.4) 


表达 式 (33.3) 与 晶体 自由 能 的 表达 式 (10. 1) 相似: 只 是 现在 mw 取代 了 
(10. 1) 中 的 弹性 模 量 张 量 , 而 张 量 ww 则 代替 了 其 中 的 wi. 所 以 ,8 10 中 对 具有 
不 同 对 称 性 晶体 的 张 量 Am 得 到 的 所 有 结果 ,全 都 适用 于 张 量 am: 

特别 是 ,在 各 向 同性 物体 中 , 张 量 ma 总共 只 有 两 个 独立 分 量 , 且 与 各 向 同 
性 物体 中 的 弹性 能 表达 式 (4.3) 相 似 , 的 形式 可 写 为 


1 2 
R= n (va -二 au + 生成， (33.5) 


@ ” 试 与 液体 黏 性 的 类 似 推论 比较 (本 教程 第 六 卷 $ 15 ). 

@ 在 此 我 们 提醒 , 耗 散 函数 的 存在 是 昂 萨 格 动 理学 系数 对 称 性 原理 的 推论 . 正 是 这 个 原理 导致 了 
作为 线性 关系 式 (33.7) 的 系数 间 关 系 的 (33.4) 中 的 第 一 个 等 式 ( 这 个 等 式 与 二 次 型 (33. 3) 存 在 的 事实 
等 价 ). 我 们 将 在 841 中 用 类 似 的 理由 直接 证 明 这 点 . 


834 固体 中 的 声 吸 收 . 155 ， 





其 中 了 与 上 为 两 个 黏 性 系数 . 由 于 及 是 恒 正 的 函数 ,系数 7 与 4 均 应 为 正 ， 
关系 式 (33,2) 与 弹性 自由 能 的 关系 式 类 似 : 


s| Pdy = - Fasuav， 


其 中 F, = 904/9%i 为 作用 于 物体 单位 体积 上 的 力 . 因此 与 通过 wx 表示 已 相似 ， 
可 直接 通过 张 量 wv 将 耗 散 力 f 表示 为 


1 
O00 





f= (33.6) 


OX 
其 中 耗 散 应 力 张 量 ex 由 
Oi = 三 Nikim Uim (33.7) 
确定 . 于 是 ,通过 在 运动 方程 中 将 应 力 张 量 wuw 换 为 和 式 cx + oi, 即 可 达到 在 运 
动 方程 中 考虑 黏 性 效应 的 目的 、 
在 各 向 同性 物体 中 


7 1 
On = 27n ( Vi 一 3 davn ) + CVndi. (33. 8 ) 


十 分 自然 ,这 个 表达 式 与 液体 中 的 黏 性 应 力 张 量 形式 上 完全 一 样 ， 
$34 固体 中 的 声 吸 收 


可 以 完全 类 似 于 在 液体 中 所 作 的 那样 (参见 本 教程 第 六 卷 $ 79 ) 计算 固体 
中 的 声 吸收 系数 . 我 们 这 里 对 各 向 同性 固体 进行 相应 的 计算 . 
物体 中 的 机 械 能 耗 散 由 和 式 


Es, = - 和 |(V 7)2?dy - 2[Rav 


给 出 ,其 中 第 一 项 来 源 于 热传导 ,第 二 项 则 来 源 于 黏 性 . 利用 表达 式 (33.5), 我 
们 得 到 公式 
下 二 | T)*dy - 27| (va T8av) dy = ¢ [aav. (34.1) 
为 了 计算 温度 梯度 ,我们 利用 一 级 近似 下 声 振动 是 绝热 的 这 个 事实 . 借助 
于 炉 表达 式 (6. 4) ,将 绝热 条 件 写作 
So(T) + Kau; = So( To) 
的 形式 ,其 中 7, 为 未 形变 状态 下 的 温度 . 将 差 式 5,(T) - 5,(7,) 展 开 为 了 -7。 
的 寡 级 数 ,准确 到 一 阶 项 ,我 们 得 到 : 


So C, 
$7) -S70) = (7 -70) = (7T- 7) 


( 粹 的 偏 导数 是 在 w =0, 亦 即 定 容 条 件 下 取 的 ). 这 样 我 们 就 有 
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T-7,=- Eu 
同时 ,利用 关系 式 
天 三 天 2 Ck 7 
Gm Ne 
我 们 将 以 上 表达 式 改写 为 
T-7, =- (de)s (34.2) 
的 形式 . 


我 们 首先 研究 横 弹 性 波 的 吸收 . 在 所 考虑 的 近似 下 ,热传导 一 般 不 可 能 导 
致 这 类 波 的 吸收 . 实际 上 , 横 波 中 ws =0, 因 而 根据 (34.2) 式 ,温度 为 常量 . 选取 
波 的 传播 方向 为 * 轴 , 此 时 





uu, =0, u, = uocos(kx —- wt), u, = woscos(kx - wi), 
且 应 变 张 量 的 分 量 中 不 为 零 的 仅 有 
u = 一 Yooin( hs -wit), wu,, =— eoin( hs — wt). 


下 面 我 们 讨论 物体 单位 体积 的 耗 散 能 ,由 (34. 1) 式 我 们 得 到 这 个 量 的 时 间 
平均 值 为 
i 
mech 2c? 
这 里 我 们 令 夺 = wec,. 波 的 总 平均 能 量 等 于 平均 动能 的 二 倍 ,, 也 在 单位 体积 物体 
中 计算 此 量 ,得 





(zo， 十 2 ) 


Epi +). 
将 平均 耗 散 能 与 波 的 二 倍 平均 能 流 密 度 之 比 定义 为 声 吸收 系数 y, 这 个 量 


确定 波 振幅 正比 于 ee“ 随 距 离 衰减 的 规律 . 这 样 我 们 就 找到 横 波 吸收 系数 的 如 
下 表达 式 : 











De PE 
y, = 一 - = (34.3) 
20E Pr 


在 纵 声 波 中 ,u, = wocos( kx -ob) ,2 = 1 = 0. 借助 于 公式 (34.1) 和 (34.2) 
进行 类 似 计 算 ,所 得 结果 为 





| (34.4) 


2 
Wn | (a) 30 
严格 说 来 ,前 面 得 到 的 这 些 公式 仅 适用 于 完全 各 向 同性 的 非 唱 态 物体 . 但 
就 数量 级 而 言 ,他 们 也 可 确定 各 向 异性 单 晶体 中 的 声 吸收 规律 


§34 国体 中 的 声 吸收 " 157 ， 





多 晶体 中 的 声 吸 收 有 其 独 具 的 特点 . 假如 声波 波长 还 小 于 单个 微 晶 的 尺 
度 a, 则 在 每 一 微量 中 声波 依然 如 同 在 大 唱 体 中 那样 被 吸收 , 且 吸 收 系数 正比 于 
CO 

如 果 A > a, 则 吸收 特性 发 生 改 变 . 在 这 样 的 声波 中 ,可 以 认为 每 一 个 微 晶 
受到 均匀 分 布 压强 的 作用 . 然而 由 于 微 晶 以 及 其 接触 表面 上 边界 条 件 的 各 向 异 
性 ,它们 在 此 情况 下 所 发 生 的 形变 是 不 均匀 的 . 在 微量 颗粒 尺度 的 距离 上 ,形变 
发 生 重 大 改变 (与 形变 本 身 的 数量 级 相同 ), 这 和 在 均匀 物体 中 在 一 个 波长 距离 
上 形变 才 发 生 显著 变化 不 同 . 形变 的 变化 速率 和 温度 梯度 的 出 现 对 声 吸收 有 重 
要 影响 . 其 中 形变 变化 速率 具有 通常 的 数量 级 ,而 温度 梯度 在 每 一 微 唱 的 范围 
内 却 反常 地 巨大 . 因此 ,由 热传导 引起 的 声 吸 收 比 与 黏 性 相关 的 声 吸 收 大 得 多 ， 
所 以 只 需 计 算 前 者 就 够 了 . 

现在 来 研究 两 类 极限 情况 . 在 数量 级 为 a 的 距离 上 ,热传导 使 温度 达到 相 
等 所 需 的 时 间 ( 热 传导 弛 驳 时 间 ) 约 为 oAX 量 级 . 首先 ,我 们 假定 w <<x/o .这 
表明 弛 驳 时 间 小 于 波 的 振动 周期 ,因而 在 每 一 个 微 晶 的 范围 内 可 在 很 大 程度 上 
来 得 及 建立 热平衡 ,故我 们 在 此 讨论 的 是 准 等 温 振 动 . 

令 7 为 微 晶 中 出 现 的 温差 ,7 为 在 绝热 过 程 中 出 现 的 温差 . 单位 体积 物体 
通过 热传导 散 出 的 热量 为 

MT 


-Vg = xAT' RN 
a 
形变 产生 的 热量 为 T4C ~w74C 的 量 级 (C 为 热 容 ). 令 这 两 个 热量 表达 式 相等 ， 
即 得 
Ri 
在 微 晶 尺寸 的 范围 内 ,温度 变化 的 量 级 约 为 了, 因而 温度 梯度 ~ 了 《Lau. 最 后 ,我 
们 从 (34.2) 求 得 Tu: 


~- po， (34. 5) 


计算 时 我 们 令 wi ~ hu ~ ww/c (w 为 位 移 矢 量 振幅 ). 在 数量 级 估计 中 ,我们 自然 
对 不 同 的 声速 不作 区 分 . 借助 于 这 些 结果 , 即 可 算出 物体 单位 体积 内 的 耗 散 
能 : 


En 


而 且 , 将 上 式 除 以 能 流 c 五 ~ opo? ,我 们 得 到 所 要 求 的 吸收 系数 


2 2 
y ~ A (。 < | (34.6) 
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(C. Zener,1938). 将 这 个 表达 式 与 通常 的 表达 式 (34. 3) 与 (34.4) 比较, 我 们 可 
以 认为 在 所 研究 的 情况 下 ,多 晶体 对 声 的 吸收 就 如 同 其 具有 和 狐 度 


一 样 ,这 个 黏度 比 组 成 它 的 微 晶 的 真实 黏度 大 得 多 . 

其 次 ,我 们 来 研究 相反 的 极限 情况 , 即 w。 >x/o? 的 情况 , 换 句 话说 ,这 种 极 
限 情 况 指 的 是 弛 豫 时 间 远 大 于 波 的 振动 周期 , 亦 即 在 每 一 个 振动 周期 内 ,形变 
产生 的 温差 还 来 不 及 明显 地 变 得 均衡 . 然而 ,此 时 再 把 确定 声 吸 收 的 温差 梯度 
的 数量 级 当 作 Ts/a 就 不 对 了 ,这 是 因为 ,这样 做 只 考虑 了 每 一 微 晶 中 的 热传导 
过 程 . 其 实 ,在 我 们 所 讨论 的 问题 中 起 主要 作用 的 是 相 邻 微 晶 间 的 热 交 换 (M. 
A. HcakoBuq ,1948). 假如 微 晶 之 间 是 相互 绝热 的 , 则 在 二 者 之 间 的 边界 上 会 建 
立 起 与 单个 微 晶 范围 内 温差 同 数量 级 的 温差 4. 实际 上 ,边界 条 件 要 求 穿 过 微 
品 之 间接 触 面 时 温度 是 连续 的 . 因此 ,出 现 了 由 边界 向 微 唱 内 部 “传播 ”的 “温度 
波 ” ,其 衰减 距离 了 为 
,- (#)" 
在 所 考虑 情况 中 ,5 < c, 亦 即 基本 温度 梯度 为 76/6 量 级 , 且 其 出 现在 小 于 微 晶 
总 尺度 的 距离 上 . 与 此 相应 的 那 部 分 微 晶体 积 ~ o-6 ,将 之 除 以 微 晶 总 体积 ~ a ， 
得 到 平均 耗 散 能 : 





将 的 表达 式 (34.5) 代 和 人 上 式 并 除 以 。 记 ~ opo?i2 , 即 得 待 求 的 吸收 系数 ， 
y ~ EP Wo (wo » ). (34.7) 
a a 


这 个 吸收 系数 与 频率 的 平方 根 成 正比 &. 

因此 ,多 晶体 中 的 声 吸收 系数 在 极 小 频率 时 (w <<x/o? ) 以 w? 方式 变化 , 然 
后 在 xX/a* <w < 之 c/a 范围 内 以 正比 于 w“ 的 形式 变化 ,而 当 w > c/a 时 , 声 吸收 
系数 又 重新 正比 于 w”. 

类 似 的 考虑 也 适用 于 细 杆 与 薄板 中 横 波 的 阻尼 . 如 令 h 为 杆 或 板 的 厚度 ， 
则 在 和 >> 的 情况 下 ,横向 温度 梯度 十 分 重要 旦 阻尼 主要 由 热传导 引起 (参见 

@ 我 们 提醒 ,如 果 热 传导 介质 以 x =0 的 平面 为 边界 ,边界 上 过 剩 温度 按 7T' = The -的 规律 周期 性 
变化 , 则 温度 在 介质 中 的 分 布 用 “温度 波 ” 
T’= Texp[ -iwt — (1 +i)x Vw/2x] 

描述 (参见 本 教程 第 六 卷 $ 52). 


@ 在 接近 固体 壁 的 液体 或 气体 (如 在 管道 中 的 液体 或 气体 ) 中 传播 的 声波 的 吸收 系数 也 具有 这 种 
频率 特性 ,参见 本 教程 第 六 卷 $ 79. 


$34 固体 中 的 声 吸 收 . 159 ， 








本 节 的 习题 ). 如 果 此 时 满足 不 等 式 w <<x/h , 则 可 认为 振动 是 等 温 的 ;因此 , 例 
如 ,在 确定 杆 和 板 的 固有 振动 频率 时 ,必须 使 用 等 温 弹 性 模 量 值 . 


习 题 


1. 试 确定 杆 中 纵向 固有 振动 的 阻尼 系数 . 
解 :振动 的 阻尼 系数 定义 为 





| ne 
B= a 


2 五 





振动 振幅 正比 于 e ?随时 间 衰 减 . 
在 纵波 情况 下 , 杆 的 每 一 小 段 都 会 发 生 简单 的 拉 伸 和 压缩 ,应 变 张 量 的 分 
量 为 








Ou, Ou, 
U,, es Us = 到 yy Ou gz 
我 们 将 写 为 u, =zocos jzcos wt, 其 中 
k = 一 全 一 
V 正 sa/p 
类 似 于 正文 中 的 计算 ,得 出 下 列 阻尼 系数 表示 式 : 
wn 3c -4c tt xTp’ oa” 
B= | 2 了 2 
2p 3 (a —c)c, (a -Cc)(3c, -4c,) 9C， 


根据 公式 (22.4) ,我 们 这 里 引入 速度 c1,c, 替代 了 五 ,ud 

2. 对 板 的 纵向 固有 振动 解 与 习题 1 同样 的 问题 . 

解 :对 于 具有 平行 于 波 传播 方向 (x 轴 ) 振动 的 波 ,我 们 有 以 下 不 为 零 的 应 
变 张 量 分 量 : 


2 Ou, Oad Ou, 


u 


xx 9 U, 
Ox 1 -ua 0% 


(参见 公式 (13.1)). 这 些 波 的 传播 速度 等 于 


Ei 172 
二 


进一步 计算 给 出 的 结果 为 : 
B= de 《cz | 
2pl3 cic (ec? 一 cz ) cole? 到 c* ) 9C， 


对 于 振动 重 直 于 波 传播 方向 的 波 ,uwu =0, 故 其 阻尼 仅 由 黏度 人 一 项 因素 所 
引起 . 这 种 情况 下 ,阻尼 系数 恒 由 以 下 公式 确定 ; 


2 
- 了 
， 2pc? 
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杆 的 扭转 振动 阻尼 也 属于 这 种 情况 . 

3, 试 确定 杆 的 横向 固有 振动 (振动 频率 满足 条 件 w >>X/ 甩 ,hh 为 杆 的 厚度 ) 
的 阻尼 系数 . 

解 :热传导 对 波 的 阻尼 起 主导 作用 .根据 §$17, 对 于 杆 中 每 一 体 元 ,我 们 有 


2 
UW,, = RR’ Us 二 到 yy 二 TOuaR 


(弯曲 发 生 在 xz 平面 ). 当 六 X/1 时 ,振动 是 绝热 的 . 在 小 找 度 弯曲 情况 下 , 曲 
率 半 径 为 R=1/X", 使 得 
wi = (1 -20.)xX" 
(下 右上 角 的 搬 号 “'" 表 示 对 z 求 导数 ). 在 杆 的 横 截 方向 上 温度 变化 最 快 ;因此 
(VT) ”二 (9T/6x)”. 借助 于 式 (34.1) 和 (34.2) ,我 们 得 到 全 杆 的 平均 耗 散 能 
xTa ES | 一 
0 | x*a 
(S 为 杆 的 横 截 面 面 积 ). 总 平均 能 量 可 以 作为 势能 
El, { Xd 





的 二 倍 来 求 . 
最 终 我 们 得 到 阻尼 系数 
xxTa SE,, 
187C2 
4. 对 板 的 横向 固有 振动 解 与 习题 3 同样 的 问题 . 
解 :按照 (11.4) 式 ,对 于 板 的 每 一 体 元 ,我们 有 
1 -20. 9 
1- 2 
(弯曲 发 生 在 xz 平面). 按 公式 (34.1) 和 (34.2) 求 得 总 耗 散 能 ,再 通过 取 表 达 式 
(11.6) 二 倍 的 办 法 求 得 总 平均 能 量 . 阻尼 系数 为 
2x7o2B 1 + au 2x7azp (3c? ~ 4c)’e? 
3C212 1-oa 3Ch (ce -e)e 

5. 试 确定 因 振 动 非 绝热 而 引起 的 杆 的 横向 振动 固有 频率 的 变化 . 杆 的 形状 
是 厚度 为 及 的 长 板 .假定 杆 的 表面 是 绝热 的 . 

解 : 令 Tus(%,i) 为 绝热 振动 情况 下 杆 内 温度 分 布 ,而 T(%,i) 为 杆 内 真实 的 
温度 分 布 (x 为 沿 杆 的 厚度 方向 的 坐标 , 沿 yz 平面 的 温度 变化 因 变 化 过 于 缓慢 
而 可 忽略 ), 因为 了 =7T 时 物体 不 同 部 分 间 没 有 热 交换 ,显然 热传导 方程 应 取 以 
下 形式 : 


Wi; = 





9 9 人 
A GD 
了 a 必 3 


834 国体 中 的 声 了 吸收 。 161 . 


在 频率 为 w 的 周期 振动 情况 下 ,T,,(x,i) 和 T(x,i) 两 种 温度 与 平衡 温度 T, 值 
的 偏差 Ti=T -7T。 和 T=T-7T, 均 正比 于 e ,于 是 我 们 有 

7T"+ 多 = a 
( 搬 号 表示 对 x 求 导 ). 根 据 式 (34.2) ,ru 正比 于 wi, 而 分 量 wi 正比 于 x( 参 见 
§17) ,因而 Tud=4x, 其 中 4 为 一 不 必 计 算 的 常量 ( 它 在 最 终结 果 中 会 自动 消 
去 ). 方程 


满足 边界 条 件 x = +h/2 时 7T'=0( 杆 表面 隔 热 ) 的 解 为 


= 4 (* - Fey) 下 = GD 人 儿 

弯曲 杆 内 (在 xz 平面 谊 曲 ) 内 应 力 的 力矩 MM, 由 等 温 部 分 Miu( 等 温 索 曲 
时 的 力 适 ) 和 因 杆 的 非 均匀 加 热 引 起 的 部 分 相 加 而 成 . 如 果 及, .4 为 绝热 弯曲 时 
的 力 答 , 则 在 非 完全 绝热 过 程 情 况 下 ,力矩 的 附加 部 分 与 量 M,。。 -MM,;。 相 比 按 
以 下 的 比率 减 小 : 

1+f/(w) = [rs/[ rte 

在 任意 频率 四 的 情况 下 ,定义 杨 氏 模 量 已 ,为 M 与 1/R 之 间 的 比例 系数 (参见 
(17.8)), 并 注意 到 EF-E=E’Ta*/9C,( 参 见 (6.8) ,已 为 等 温 杨 氏 模 量 ) ,我 们 
可 以 令 
2 Ta? 
9C, 


了 


E,=E+[l+f(w)]JE 
通过 计算 ,给 出 用 w) 的 表示 式 : 
f(w) 3p 2 tan 


当 w 一 % 时 ,我 们 得 到 f=1, 因 为 EE。 = , 故 这 个 结果 是 正确 的 ;而 当 w 一 0 时 ， 
f=0 有 EE,=E. 

振动 的 固有 频率 正比 于 杨 氏 模 量 的 平方 根 (参见 8$25 的 习题 4 一 6). 因此 
我 们 有 





24 (2 字 ) 


o = w [1 +f(w0) Poe 
其 中 wo 为 完全 绝热 振动 情况 下 的 固有 频率 值 上 式 中 的 中 为 复数 . 分 离 w 的 实 
部 和 虚 部 (w=w' +iB) ,我 们 最 后 得 到 固有 频率 
ETa” 1 Se nt ] 
3C, & coshé + cosé 


w’ = wo [1 -二 和 
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与 阻尼 系数 
_ 2ETo x [1 _1 sinhé + sin¢ 
3C,h’ € coshé + cosé1’ 
这 里 引入 了 符号 E=h(wo/2X)“. 
当世 很 大 时 ,频率 w 理 所 当然 地 趋 于 wo ,而 阻尼 系数 则 趋 于 
-2 2EToa’x 
3C,h’ 
与 习题 3 的 结果 一 致 . 
志 取 小 值 对 应 于 准 等 温 条 件 ,在 此 情况 下 
| 
而 阻尼 系数 





$35 高 黏度 液体 


对 于 典型 的 液体 ,只 要 流动 周期 远大 于 分 子 运动 的 特征 时 间 , 纳 维 -斯 托 
克 斯 方程 就 是 适用 的 . 但 此 论断 不 适用 于 高 黏度 液体 . 对 于 这 种 液体 ,通常 的 流 
体 动力 学 方程 在 运动 周期 非常 大 时 已 不 再 适用 . 存在 这 样 一 些 黏 性 流体 ,它们 
在 足够 短 的 时 间 间 隔 内 (但 仍 大 于 分 子 运动 的 特征 时 间 ) 表 现 得 像 固体 (如 甘 
油 , 松 香 ). 非 晶 态 国体 (如 玻璃 ) 可 看 作 是 这 类 黏度 非常 高 的 液体 的 极限 情况 . 

这 类 液体 的 性 质 可 用 由 麦克 斯 韦 提 出 来 的 以 下 办 法 来 描述 . 在 很 短 的 时 间 
间隔 内 它们 发 生 弹 性 形变 ,形变 停止 之 后 ,这 些 液体 中 仍 残 留 着 随时 间 衰 减 的 
剪 切 应 力 . 需要 经 过 很 长 的 时 间 ,它们 才 会 真正 地 达到 实际 上 无 任何 内 应 力 残 
留 的 状态 . 令 > 为 应 力 衰减 所 经 历时 间 的 数量 级 (7 有 时 被 称 为 麦克 斯 韦 弛 驳 时 
间 ). 我 们 假定 ,液体 受到 某 些 频率 为 w 的 随时 间 周 期 性 变化 的 外 力 的 作用 . 如 
果 力 的 变化 周期 1/w 远 远大 于 弛 瑰 时 间 7, 亦 即 wr < 1, 则 所 研究 的 液体 表现 
得 像 通常 黏 性 液体 一 样 . 相反 ， A 六 1) ,液体 就 表现 得 如 同 
非 晶 态 固体 . 

与 所 研究 液体 的 这 种 过渡" 性 质 相 对 应 ,可 同时 用 黏度 m 和 某 种 “ 剪 切 模 
量 "n 来 表征 这 些 液体 . 不 难得 到 联系 物理 量 m,n 与 弛 瑰 时 间 7 的 数量 级 之 间 
的 关系 . 在 具有 足够 小 频率 的 周期 力作 用 下 , 当 液 体 表 现 得 如 同 通 常 液体 时 ,其 
应 力 张 量 由 液体 中 狐 性 应 力 的 通常 表达 式 给 出 , 即 

Oi = 2n0U = - 2imous. 


相反 ,在 高 频率 的 极限 情况 下 ,液体 表现 得 像 固体 , 且 其 内 应 力 应 按 弹性 理论 的 


§35 高 猫 度 液体 。 163 ， 





公式 确定 , 亦 即 oa =2uzux( 我 们 这 里 所 述 指 的 都 是 “ 纯 剪 切 形变 ”, 因 为 我 们 假 
定 ur =0,o; =0). 当 频 率 w 的 数量 级 为 1/7 时 ,由 前 述 两 个 表达 式 得 出 的 应 力 
应 当 在 数量 级 上 相等 . 于 是 我 们 有 mu/Ar ~Au/A ,由 此 得 出 
7 ~ 7 (35.1) 

这 正 是 我 们 所 要 求 的 关系 式 . 

最 后 ,我们 来 推导 定性 描述 所 考察 液体 行为 的 运动 方程 . 为 此 ,我 们 将 假定 
运动 停止 之 后 内 应 力 遵 从 最 简单 的 衰减 规律 :确切 地 说 ,我 们 将 认为 应 力 是 按 
照 与 方程 














do _ 1 
di Tt 
相对 应 的 简单 指数 规律 衰减 的 . 从 另 一 方面 看 ,固体 中 应 有 oy =2puis, 从 而 
dorx A du 
di dt 
容易 看 出 ,方程 
do 1 = du 
de + TO = 2 (35.2) 


在 慢 运动 和 快运 动 两 个 极限 下 都 会 得 出 正确 的 结果 ,因此 它 可 以 作为 “过 渡 状 
态 "情况 的 内 播 方程 , 

于 是 ,对 于 周期 运动 ,在 wi 和 cx 通过 因子 “依赖 于 时 间 的 情况 下 ,由 
(35.2) 式 我 们 有 


1 y 
— lO; + 了 0 三 :一 2iwu, ? 
由 此 
2 
cz = Ci (35.3) 


当 wr >>1 时 ,上 式 给 出 oj =2pus, 亦 即 固体 的 通常 表达 式 ; 而 当 wr <1 时 
oa = -2iWTOu = 2UTUiz， 


为 黏度 为 wr 的 液体 的 通常 表达 式 . 


$36 向 列 相 液晶 的 静 力 学 形变 


从 宏观 的 观点 看 ,液晶 是 各 向 异性 的 流动 介质 . 这 类 介质 的 力学 既 具 有 一 
般 液体 固有 的 特点 ,也 具有 弹性 介质 固有 的 特点 . 从 这 个 意义 上 讲 ,液晶 力学 介 
于 流体 动力 学 和 弹性 理论 之 间 . 
存在 各 种 类 型 的 液晶 .* 那些 未 形变 时 不 仅 宏观 均匀 而 且 微 观 也 均匀 的 介 
质 构成 的 是 一 种 向 列 相 液 晶 ( 或 者 ,简单 称 为 向 列 相 ) ,这 种 介质 的 各 向 异性 仅 
与 分 子 在 空间 的 各 向 异性 取向 有 关 ( 参 见 本 教程 第 五 卷 $139, § 140). 绝 大 多 
数 已 知 向 列 相 液晶 属于 其 中 最 简单 的 一 种 类 型 ,在 该 类 型 液晶 中 ,各 向 异性 完 
全 由 在 介质 每 一 点 上 给 定 的 单位 矢量 n 确定 , 它 从 所 有 方向 中 选 出 了 一 个 特定 
方向 ,矢量 n 称 作 指向 矢 . 此 时 n 与 -n 仅 有 符号 的 差别 ,在 物理 上 是 等 价 的 ， 
这 是 因为 它们 选取 出 来 的 仅 为 一 指向 轴 , 这 个 轴 的 两 个 方向 是 等 价 的 . 最 后 ,这 
一 类 型 的 向 列 相 液晶 的 每 一 体 元 的 性 质 是 反 演 不 变 的 , 亦 即 在 三 个 坐标 都 变 号 
后 其 性 质 不 变 @. 在 这 里 我 们 只 讨论 这 种 类 型 的 向 列 相 液晶 . 
因此 ,描写 向 列 相 液晶 的 状态 ,除了 要 在 每 一 点 上 给 出 普通 液体 的 那些 物 
@ 本 章 是 与 皮 塔 耶 夫 斯 其 (1. I. IInraesckuj) 共 同 撰写 的 . 
* ”液晶 就 其 产生 根源 分 为 热 致 液晶 和 溶 致 液晶 两 大 类 ,本 章 只 讨论 热 致 液晶 . 热 致 液晶 主要 分 为 
三 种 相 , 英 文 术语 分 别 为 nematics,cholesterics 和 smectics. 这 三 种 相 的 中 文 译名 最 早 是 由 化 学 界 确定 的 ， 
分 别 译 为 向 列 相 液晶 ,有 蛆 省 相 液晶 和 近 晶 相 液晶 . 1996 年 全 国 科 学 技术 名 词 审 定 委员 会 公布 的 《物理 学 
名 词 》 中 将 这 三 个 词 规范 为 “ 丝 状 液晶 ",“ 螺 状 相 液晶 "和 "“ 层 状 相 液晶 ” ,而 《化 学 名 词 》 仍 坚持 原 有 定 
名 ,于 是 就 出 现 了 两 套 术 语 . 鉴于 两 套 术 语 各 有 千秋 ,我 们 在 本 节 中 对 这 三 种 相 液晶 的 中 文 分 别 采用 向 列 


相 液晶 , 胆 省 相 液晶 和 层 状 相 液晶 的 译名 .， 一 一 译 者 注 
@ 不 具有 坐标 反 演 不 变性 的 向 列 相 液晶 在 转变 为 胆 刍 相 液晶 的 形变 过 程 中 是 不 稳定 的 ,参见 $ 43. 
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理 量 :密度 p, 压 强 p 和 速度 v 之 外 ,还 要 给 出 该 点 上 的 指向 和 拓 rn. 所 有 这 些 物理 
量 都 作为 坐标 和 时 间 的 未 知 函数 出 现在 向 列 相 液 晶 的 运动 方程 中 . 

在 平衡 状态 下 ,未 受 外 力作 用 (包括 容器 壁 的 作用 ) 的 静止 向 列 相 液晶 是 均 
匀 的 ;在 其 整个 体积 内 ,= const. 在 形变 的 向 列 相 液晶 中 ,指向 矢 的 方向 在 空间 
缓慢 改变 . 此 处 所 谓 缓慢 是 从 通常 宏观 理论 的 意义 上 理解 的 : 即 形变 发 生 实质 
性 变化 的 特征 长 度 比分 子 尺度 大 得 多 ,以 至 于 偏 导数 ni/axx 应 看 作 小 量 . 

在 本 章 中 我 们 将 认为 所 有 的 热力 学 量 都 是 属于 单位 体积 形变 物体 的 , 而 不 
是 像 在 以 前 各 章 那 样 属 于 单位 体积 未 形变 物体 . 以 这 种 方式 确定 的 向 列 相 液晶 
的 自由 能 密度 下 由 未 形变 向 列 相 液晶 的 自由 能 Fo(p,7) 与 形变 的 自由 能 Fu 相 
加 而 成 . 后 者 的 表达 式 由 n 的 偏 导数 的 平方 项 组 成 ,其 一 般 形式 (C. W. Oseen， 
1933 ;了 . C. Frank ,1958 ;J. L. Ericksen ,1962 ) 为: 


天 天 K 
Fi,=F-F, = 本 (YA + 本 (P Vxn) + FnxVxn) 


(36. 1 ) 
(参见 本 教程 第 五 卷 $ 140) ;我 们 注意 到 ,对 于 单位 矢量 za(r) ,由 于 恒等式 Vm 
三 0 ,等 式 
nxVxn=-(n'.V)n (36.2) 
是 正确 的 ,因此 式 (36. 1) 中 最 后 一 项 也 可 以 写 为 其 等 价 形式 K[ (za .六 )m] /2. 
在 向 列 相 液晶 力学 中 ,能 量 (36. 1) 起 着 形变 固体 中 弹性 能 的 作用 , 且 正 因 
为 它 的 存在 赋予 了 这 一 力学 某 些 弹 性 理论 的 特点 了. 
式 (36. 1) 中 的 三 个 偏 微分 组 合 的 平方 项 是 相互 独立 的 :其 中 任何 一 项 在 其 
它 两 项 等 于 零 时 均 可 不 为 零 . 因此 , 非 形 变 状态 的 稳定 性 条 件 要 求 所 有 的 三 个 
系数 Ki ,K, ,KK,( 均 为 密度 与 温度 的 函数 ) 都 为 正 , 我 们 将 把 它们 称 作 向 列 相 液 
晶 的 弹性 模 量 (它们 也 被 称 作 弗 朗 克 弹 性 模 量 ) 
顺便 提 到 ,只 引起 V .mm Vxn,nxVxn 之 一 不 为 零 的 那些 形变 相应 
地 称 为 展 曲 、 扭 曲 和 弯曲 人 @. 当然 ,一般 情况 下 向 列 相 的 形变 同时 包含 这 三 种 因 
素 . 为 了 演示 这 几 种 基本 形变 的 特征 ,下 面 我 们 举 一 些 简单 例子 . 令 向 列 相 介质 
充满 两 同 轴 圆 柱 表 面 之 间 的 空间 ;r,p,z 为 以 圆柱 轴 为 z 轴 的 柱 坐 标 系 . 如 果 介 
质 中 每 点 的 指向 矢 n 都 指向 径 向 (n, =1,n,。=n,=0), 形 变 为 展 曲 形变 
(Y .n=1/7). 如 果 每 点 的 指向 和 撩 都 沿 着 以 z 轴 为 圆心 的 圆周 (ns =1,n,=n,= 
0) ,所 出 现 的 形变 便 是 弯曲 形变 ((V xn),=1/r). 最 后 ,假如 在 向 列 相 液晶 的 
@ 一 般 而 论 ,液晶 的 形变 将 引起 其 介 电极 化 ,从 而 导致 电场 的 产生 (参见 本 教程 第 八 卷 8 17) ;这 一 
效应 通常 较 弱 ,故我 们 将 不 考虑 其 对 介质 力学 性 质 的 影响 . 我 们 也 不 考虑 外 磁场 对 液晶 性 质 的 影响 ;鉴于 


向 列 相 液晶 磁化 率 (事实 上 是 抗 磁 性 的 ) 的 各 向 异性 ,磁场 对 其 显示 指向 作用 . 
加 ”这 几 个 形变 的 英文 术语 分 别 为 :splay ,twist 以 及 bend. 
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平行 平面 层 内 ,指向 矢 沿 厚 度 (z 轴 方 向 ) 遵 从 mn。 =cosgp(z),n,=sing(z),n,=0 
的 规律 变化 ,我 们 得 到 的 是 纯 扭 曲 形变 (nV xn= -gpg'(z)). 

约束 液晶 介质 所 占 空间 的 壁面 ,甚至 液晶 的 自由 表面 都 会 对 介质 施 以 指向 
作用 (下 面 将 会 对 此 进行 详细 讨论 ). 所 以 ,一般 而 言 ,边界 面 的 存在 本 身 就 会 导 
致 静止 液晶 介质 的 形变 . 这 就 提出 了 寻找 决定 此 一 形变 的 方程 的 问题 ;也 就 是 
说 ,寻找 在 给 定 边界 条 件 下 决定 n(r) 的 平衡 分 布 方程 的 问题 (J. LL. Ericksen， 
1966 ) . 

为 此 ,我 们 从 一 般 热力 学 平衡 条 件 出 发 . 按照 一 般 平衡 条 件 , 在 平衡 分 布 时 


物体 的 总 自由 能 ， 亦 即 作为 函数 n(7r) 泛 函 的 积分 | Pdy 应 取 极 小 值 由 于 nn 是 


单位 矢量 ,这 个 泛 函 应 当 在 附加 条 件 n* =1 的 情况 下 取 极 小 值 . 采用 熟知 的 拉 
格 朗 日 不 定 乘 子 法 ,要求 变 分 
8| {7 -Fan }av (36. 3) 


等 于 零 ,其 中 乘 子 A(r) 为 > 的 某 一 函数 . 积分 号 下 的 表达 式 既 依赖 于 函数 n,(7) 
本 身 ,也 依赖 于 其 偏 导数 . 我 们 有 2 


8 [Fdv= / {六 en + Fyren ar = 


oF oF 
本 He By ] am AV + omdf,, (36.4) 
其 中 第 二 项 对 物体 表面 的 积分 仅 对 寻找 边界 条 件 重要 . 暂时 在 边界 上 令 8n =0， 


我 们 求 得 总 自由 能 变 分 








| rar 三 号 a . SndV, (36. 5) 
其 中 五 是 一 矢量 ,其 分 量 分 别 为 
aF aF 
H; = Omn Tan.” Th = d(Cam) (36. 6) 


矢量 五 起 着 力图 将 液晶 整个 体积 内 的 指向 和 撩 “ 排 直 ”的 场 的 作用 , 故 被 称 作 分 
子 场 . 
于 是 ,方程 (36.3) 取 如 下 形式 : 
[a + An) . SndVy = 0， 
鉴于 变 分 im 是 任意 的 ,我 们 求 得 形 如 五 = -An 的 平衡 方程 . 由 此 得 到 和 A = 
-五 . 7, 亦 即 满足 这 个 方程 的 纵向 分 量 是 由 拉 格 朗 日 乘 子 人 的 选择 确定 的 . 因 
此 ,平衡 条 件 实 际 上 归结 为 矢量 五 和 在 介质 每 一 点 上 都 共 线 的 要 求 ,H 的 纵 


@ 为 了 简化 公式 书写 ,本 章 中 我 们 将 使 用 现代 文献 中 采用 的 坐标 微分 算 子 的 简化 符号 :9; = 6/ 3x; 
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向 分 量 没 有 物理 意义 . 所 以 ,平衡 条 件 可 表示 为 
h=sH-n(n.: H) =0， (36.7) 
这 里 我 们 引入 了 矢量 h, 它 满足 nh=0. 
下 面 我 们 来 求 与 自由 能 (36. 1) 对 应 的 分 子 场 的 显 式 . 为 了 取 对 9in; 的 导 
数 , 我 们 注意 到 
Vn= on, (Vxn), = endn 
(其 中 ej, 为 反对 称 单位 张 量 ) ,因此 





dV':n a 9 | _ 
O(Onm) 站 i = ej 
结果 我 们 得 到 张 量 7 的 表达 式 ， 
Tn = Ki6i Vnt+K(n*: Vxn)nen t+ Kl(nxVxn) xn],en. 


(36.8) 
根据 式 (36.6) 的 定义 进一步 作 微分 ,导出 以 下 足够 复杂 的 分 子 场 公式 :; 
H =V(KV:n)- iK(n:Vxn)Vxn+Vx[K(n:Vxn)n]l}+ 
+ {K[nxVxn]xVxnt+ 
+Vx[Knx(nxVxn)]|. (36.9) 
平衡 方程 的 边界 条 件 不 能 以 一 般 形式 确定 ,这 些 条 件 不 仅 依赖 于 弹性 能 如 
公式 (36. 1) ,而 且 与 液晶 和 约束 液晶 的 器 壁 之 间 相 互 作用 的 具体 种 类 有 关 , 此 
一 项 表面 能 本 应 包括 在 通过 取 极 小 值 来 确定 平衡 条 件 的 总 自由 能 中 . 实际 上 ， 
这 些 表面 力 通常 是 如 此 之 大 ,以 至 于 不 论 样 品 体积 中 形变 的 特征 如 何 , 表 面 能 
本 身 就 可 以 确定 n 在 边界 上 的 方向 . 如 果 固 态 边 界 表面 是 各 向 异性 的 ,zz 的 方 
向 可 以 完全 确定 (或 确定 几 个 方向 中 的 一 个 ). 如 果 表 面 是 各 向 同性 的 (自由 表 
面 属于 这 种 情况 ) , 则 只 可 给 定 n 与 表面 法 线 之 间 的 夹 角 . 假如 这 个 角度 等 于 
零 ,n 的 方向 是 完全 确定 的 ,也 就 是 在 表面 的 法 线 方向 . 假如 夹 角 不 等 于 零 , 则 n 
的 允许 方向 布 满 以 此 夹 角 张 开 的 锥 面 . 
对 于 后 一 种 情况 ,必须 提供 附加 边界 条 件 . 确定 这 个 附加 条 件 的 办 法 是 ,对 
于 在 表面 每 一 点 上 保持 固定 倾角 绕 法 线 旋 转 的 n 作 变 分 sm( 亦 即 作 不 改变 表 
面 能 的 变 分 ) ,要 求 式 (36.4) 中 的 面积 分 项 等 于 零 . 这 种 变 分 的 形式 为 Se =zx 
n89, 其 中 vw 为 单位 法 向 矢量 ,59 为 (在 表面 任 一 点 的 ) 任 意 旋转 角 . 将 表面 面 元 
表示 为 df =vdf 的 形式 ,我们 得 到 


由 于 yp 为 任意 变 分 ,由 此 得 出 边界 条 件 为 
ThieimnTinVnV, = 0， (36. 10) 
或 者 ,将 z 轴 调 整 到 沿 w 方 向 后 
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Tun, — Tyns = 0. (36. 11) 
最 后 ,我 们 对 出 现在 式 (36. 1) 中 的 弹性 模 量 再 作 如 下 的 几 点 注解 . 因为 这 
些 模 量 是 作为 自由 能 中 各 项 的 系数 引入 的 , 故 等 温 形 变 是 由 它们 决定 的 . 但 是 ， 
容易 看 出 在 向 列 相 液晶 的 情况 下 ,这 些 系数 也 决定 绝热 形变 . 实际 上 ,在 8$6 中 
我 们 已 经 看 到 ,在 国体 中 之 所 以 有 等 温 模 量 和 绝热 模 量 的 区 别 , 是 因为 在 自由 
能 表达 式 中 存在 应 变 张 量 的 线性 项 . 在 向 列 相 液晶 情况 下 ,起 类 似 作用 的 项 是 
偏 微分 9,n; 的 线性 项 . 这 样 的 项 应 当 是 标量 ,而 且 是 当 n 变 号 时 不 变 的 量 . 构造 
这 样 的 项 显然 是 不 可 能 的 (乘积 n. V xn 是 腹 标 量 , 而 唯一 的 真 标 量 V.n 会 
随 n 改变 符号 ). 出 于 这 个 理由 ,向 列 相 液晶 的 等 温 模 量 与 绝热 模 量 互相 等 同 
(与 $6 中 各 向 同性 固体 剪 切 模 量 出 现 的 情况 相似 ). 这 些 论断 也 可 以 用 另外 的 
方式 表述 为 :在 没有 线性 项 的 情况 下 ,以 平方 项 组 成 的 弹性 能 (36. 1 ) 成 为 未 形 
变 物 体 热力 学 量 的 一 阶 小 “修正 ” ;根据 “小 增 量 定理 (参见 本 教程 第 五 卷 
§ 15) , 当 通 过 相应 的 热力 学 变量 (温度 或 粹 ) 表 示 时 ,这 个 能 量 修 正 对 自由 能 和 
内 能 都 是 一 样 的 . 


§37 向 列 相 液晶 中 的 直线 向 错 


在 给 定 边界 条 件 情况 下 ,向 列 相 介质 的 平衡 态 不 一 定 处 处 与 n(r) 的 连续 
分 布 相对 应 ,所谓 n(r) 的 连续 分 布 指 的 是 在 介质 的 每 一 点 上 n 都 有 完全 确定 
的 方向 . 在 向 列 相 液晶 力学 中 ,也 必须 考虑 具有 含 奇 点 或 奇异 线 的 za(r) 场 的 形 
变 ,在 奇 点 或 奇异 线 上 ,m 的 方向 不 确定 . 线性 奇异 性 称 为 向 错 . 

出 现 向 错 的 可 能 性 可 用 简单 例子 来 说 明 . 考虑 处 于 长 柱 形容 器 中 的 向 列 相 
液晶 ,边界 条 件 要 求 n 垂直 于 容器 壁面 . 我 们 自然 会 期 待 ,平衡 时 每 一 点 上 的 矢 
量 将 位 于 柱 体 的 模 截 面 上 且 指 向 此 截面 的 径 向 (如 图 27(a) 所 示 ) ;显然 在 这 
种 情况 下 ,n 的 方向 在 柱 轴 上 不 确定 ,因此 柱 轴 将 成 为 向 错 . 如 果 边 界 条 件 要 求 
在 圆柱 的 模 截 面 上 平行 于 器 壁 表面 , 则 矢量 n 将 会 建立 起 这 样 的 分 布 : 即 在 
这 些 平面 上 它 处 处 沿 着 以 柱 轴 为 圆心 的 同心 圆 排 布 (如 图 27(b) 所 示 ) ,此 种 情 
况 下 ,矢量 n 在 轴 上 的 方向 不 定 . 

这 两 个 例子 是 直线 向 错 的 简单 特殊 情况 . 现在 我 们 来 研究 无 限 向 列 相 介质 
中 nn(r) 分 布 为 直线 向 错 的 可 能 性 的 一 般 问题 . 显然 ,n(r) 在 这 种 向 错 上 的 分 布 
与 向 错 长 度 方向 的 坐标 无 关 , 因 此 只 需 在 垂直 于 向 错 轴 的 平面 上 考虑 它 . 我 们 
将 认为 矢量 于 本 身 处 处 位 于 这 些 平 面 上 . 故而 我 们 这 里 处 理 的 是 向 列 相 液晶 力 
学 的 平面 问题 . 这 时 不 必 研 究 具体 的 平衡 方程 , 仅 从 普遍 概念 出 发 即 可 阐明 问 
题 之 解 的 若干 性 质 . 
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引入 柱 坐 标 >,p,z, 令 z 轴 沿 向 错 轴 . 前 面 已 经 提 到 ,n(r) 的 分 布 不 依赖 于 z 
坐标 . 这 个 分 布 也 不 可 能 依赖 于 坐标 >, 因 为 在 
所 设 问题 (无 限 介 质 中 的 向 错 ) 中 没有 任何 带 
有 长 度量 纲 的 参量 ,使 得 人 们 可 借助 于 这 些 参 
量 构造 出 变量 > 的 无 量 岗 函数 来 ,而 n(r) 正 是 
这 种 函数 . 因而 我 们 所 要 求 的 分 布 只 能 依赖 于 
角 变 量 :n =n( 9g). 

在 平面 z = const 上 引入 nn 与 到 该 平面 某 给 
定点 的 径 矢 之 间 的 夹 角 水 ( 见 图 28), 则 处 于 此 平面 的 二 维 矢 量 n 的 分 量 为 

n, = cosy, n, = siny. 
极 角 ep 由 平面 上 某 一 选 定 方向 ( 极 轴 ) 起 算 . 同时 引进 n 与 极 轴 间 的 夹 角 人 如; 易 
见 妇 =gp+yw. 

所 要 求 的 解 由 函数 (gq) 确 定 . 这 个 解 应 当 满足 物理 唯一 性 条 件 , 即 变量 p 
改变 2m( 亦 即 绕 坐 标 原点 转 一 图) 时 ,准确 到 正 负 号 ,矢量 n 应 当 不 变 ( 因 为 
与 -n 的 方向 在 物理 上 等 价 , 故 允 许 符号 改变 ). 这 表明 ,应 当 有 

Vl(p +2T) = (p99) +27n, 
其 中 为 正 、 负 整数 或 半 整 数 (n =0 对 应 于 “未 形变 ”状态 n = const). 由 此 ,对 
于 函数 (8g) = -gq, 我 们 有 
yp +27) =27(n -1) +y(9). (37.1) 
其 中 数 n 称 为 向 错 的 弗 朗 克 指标 . 
导数 dy/dg 由 如 下 平衡 方程 决定 ,其 形式 为 : 


dy 1 
dp A C2) 
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方程 的 右 端 不 含 独立 变量 p, 这 是 方程 应 当 在 整个 (向 列 相 液晶 ) 系 统 绕 z 轴 作 
任意 转动 时 ( 亦 即 在 变换 pg 一 pg + po。 下 ) 不 变 的 自然 推论 ;因为 小 与 W+7 在 物 
理 上 等 同 , 故 函 数 f(y) 是 周期 为 r 的 周期 函数 . 由 此 


o = [aas， (37.3) 
其 中 积分 常数 按 pg =0 时 几 =0 选取 . 将 此 表达 式 代 入 式 (37.1) 后 ,在 nz1 时 
得 到 
Ra 全 + 
f = = fx) ds a (37.4) 
(f 上 的 模 线 表示 对 函数 周期 作 平 均 ). 
由 此 我 们 可 以 得 出 关于 向 错 对 称 性 的 重要 结论 : 当 这 个 图 像 绕 z 轴 旋 转角 
度 pe =27/2(n -1) 时 ,yw 改变 了 7, 也 就 是 说 所 有 分 布 保持 不 变 . 实际 上 ,考虑 
BA 这 一 变换 导出 恒等式 
-三 7 [Raoax fs) a = p + 三 三 . 
从 而 仅 由 一 a 轴 为 C, 度 对 称 轴 的 结果 ， 
m=2|n-1|, 及 天 1 人 (37.5) 
定义 控 疝 矢 的 “ 流 线 ” 为 这 样 的 线 ， 即 其 上 每 一 一 线 元 dl (di.=dr, dl =rdg) 
都 平行 于 总. 这 些 各 线 的 微分 方程 为 : 





pS 


Ce Dp 
: dl; n,” 
亦 即 Se 
dp oo 
jn = Hn: - SR (37.6) 


由 此 可 见 , 流 线 中 包括 了 由 =pr (P 为 整数 ) 的 直线 在 内 . 这 些 直 线 是 极 角 
为 


p= i =9,, y=prn, p=0,1,2,,m-1 (37.7) 

的 21n -1 | 条 径 向 射线 . 向 错 的 模 截 面 被 这 些 射 线 分 成 m 个 相互 重复 的 同样 

我 们 转 而 具体 构造 向 列 相 液 晶 平衡 分 布 的 解 了 ,液晶 的 形变 能 由 式 (36. 1) 
给 出 ， 





@ 向 列 相 液晶 中 K, = K; 的 特殊 情况 的 问题 是 由 奥 森 (C. W. 0seen,1933 ) 和 弗 朗 克 (了 . C. Frank， 
1958 ) 解 出 的 . 以 下 叙述 的 普 唤 解 由 加 洛 辛 斯 基 ( 开 .BE. Issnomanckn 划 ,1970) 给 出 . 
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对 于 指向 矢 的 平面 分 布 ,我 们 有 








A LN eg 
r do r r 
(Vxm),= -Te =- 工 siny (1 + y'), 
r dp r 
nVxn=0 
(Wi'= dp/dp). 在 自由 能 中 仅 剩 下 带 有 K 和 K 的 项 2: 
[Pararae= 2 ee = wa ce， 
_ 天。 一天， 


对 dr 的 积分 是 对 数 发 散 的 . 处 理 实际 问题 时 ,这 一 积分 向 上 在 样品 长 度量 
级 的 尺 处 截断 ,向 下 则 在 宏观 理论 不 再 适用 的 分 子 尺度 量 级 的 距离 上 截断 . 在 
a rR 的 距离 上 确定 我 们 感 兴趣 的 解 时 ,可 将 因子 


瑟 : 庄 a 过 la 
r a 
当 作 常数 ,于 是 就 可 通过 求 泛 函 的 极 小 值 ; 
[a a (37. 8) 
来 确定 平衡 分 布 y(9). 
这 个 变 分 问题 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 为 
(1 - acos2y)y” = asin2y (1 -yy”). (37.9) 
首先 ,这 个 方程 有 两 个 明显 的 解 : 
=0 (37. 10) 
和 
yy = 7/2. (37. 11 ) 


这 是 两 个 轴 对 称 解 ,分 别 对 应 于 图 27(a) 与 (b)@ 所 示 的 解 . 这 些 解 是 单 值 的 , 亦 
即 这 些 向 错 的 弗 朗 克 指标 n =1 (参见 式 (37. 1)). 
为 了 求 得 "天 1 的 解 , 我 们 注意 到 方程 (37.9) 有 第 一 积分 ® 


@ 在 下 面 的 被 积 函数 表达 式 中 ,我们 略 去 了 全 导数 (1 - acos2y)2y' = (2y -asin2y)', 这 样 做 并 不 
影响 变 分 问题 的 表述 . 我 们 在 此 将 重新 导出 平衡 方程 ,而 不 去 使 用 实际 上 需要 更 为 繁复 计算 的 一 般 方 程 
(36.7) ,(36.8). 

@ ”我们 注意 到 ,在 Ki =Ks ,a =0 的 “ 简 并 ”情况 下 ,存在 具有 任意 小 = const 的 解 . 

图 如 果 把 (37.8) 中 的 被 积 函 数 表 达 式 看 作 一 维 力 学 系统 的 拉 格 朗 日 函数 (而 且 把 少 当 作 广义 坐 
标 ,p 当 作 时 间 ) , 则 (37. 12) 式 便 是 能 量 积分 . 
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(1 -acos2y) (yy -1) = 和 (37. 12) 
9 
由 此 求 得 形 如 式 (37. 3) 的 解 ,其 中 函数 (x) 为 : 
f(x) = o [| . (37. 13) 
ad ?cos2y 
常量 g 由 条 件 (37.4) , 亦 即 
1 -acos2 1 
Cn -1)af | | dy = (37. 14) 


确定 (此 时 应 有 |a |9 <1). 这 些 公 式 决 定 了 所 要 寻求 的 解 . 对 于 每 一 个 n, 解 
都 是 唯一 的 ,这 是 因为 条 件 (37. 14) 左 边 是 4 的 单调 递增 函数 ,只 有 单一 的 4 值 
能 满足 这 个 等 式 . 函数 f(x) 是 偶 函 数 ,因此 y(q) 是 奇 函 数 . 这 意味 着 平面 p =0 
是 分 布 的 对 称 平面 . 鉴于 C 对 称 轴 的 存在 ,还 会 有 过 z 轴 的 m -1 个 对 称 面 出 
现 . 最 后 ,显然 平面 z=0 也 是 对 称 面 . 因此 弗 朗 克 指标 为 n 的 向 错 具 有 完全 对 称 
点 群 D,,. 

当 n=2 时 ,由 (37.14) 可 显然 得 出 g=1, 且 相应 的 解 为 

y = 9 = 8/2. (37. 15) 

为 了 定性 地 阐明 所 得 到 的 解 的 特性 ,我 们 来 探讨 由 式 (37.7) 给 出 的 径 向 射 
线 p =p， 附近 指向 矢 流 线 的 行为 . 在 这 些 射 线 上 几 =pr ,而 在 它们 的 附近 少 = 
PT 且 函 数 (37. 3) 成 为 常数 , 即 
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| = 人， (37. 16 1) 
由 此 ， 
PE 
流 线 的 微分 方程 为 
dinr 1 从 
dp OW po-p, 
从 这 个 方程 我 们 得 到 射线 近 旁 流 线 的 形状 为 
r = const。 |p -o | (37. 17 ) 


如 果 以 射线 为 x 轴 建 立 直角 坐标 系 , 则 在 射线 附近 r=x,9p -gp, 全 y/x 且 流 线 方 
程 改 写 为 
y = const* x *', (37.18) 
下 面 需 要 考察 各 种 不 同情 况 . 当 m>372 时 ,我 们 有 nn-1>1, 而 且 从 式 
(37. 14) 显然 有 9 >0, 故 而 入 >1. 在 这 种 情况 下 , 流 线 自 坐 标 原点 出 发 , 且 与 射 
线 相 切 . 
当 m” =172 时 ,参量 gqg <0 且 与 之 相应 A <0. 对 方程 (37. 14) 的 数值 分 析 表 明 
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9 >0, 从 而 | 入 | >1. 由 式 (37.18) 可 见 ,y 随 着 % 增长 . 接近 坐标 原点 的 区 域 不 
能 用 这 个 办 法 研究 ,因为 根据 式 (37. 17) ,在 A <0 时 ,小 量 p -gp, 所 对 应 的 是 大 
的 > 值 . 

最 后 , 当 n<0 时 ,参量 -1<A<0, 而 且 根 据 式 (37. 18), 当 x 一 % 时 7y 一 0. 
流 线 渐 近 地 接近 射线 . 

图 29 中 示意 地 绘 出 了 具有 n=3/2,n=1/2 和 n= -172 的 向 错 的 流 线 . 





n=3/2 7 一 1/2 
el 2 一 m=l 
cg a \ SA 
p46 Se 1 /二 一 Ce 
i 一 一 一 一 
| { 2 7 et 
NW WS YS NS ED 
SS ~ 
~ pet / Na 
As a ~~、、、 
人 人) 
图 29 
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具有 弗 朗 克 指标 半 =1 的 向 错 的 轴 对 称 形 变 (37. 10) ,(37. 11) (参见 图 27) 
是 在 器 壁 上 给 定 边 界 条 件 的 向 列 相 介质 平衡 方程 的 精确 
解 ,但 它们 并 非 这 些 问 题 的 唯一 解 . 它们 只 是 平面 解 范畴 的 
唯一 解 . 如 果 我 们 去 掉 指 向 矢 严 处 处 都 位 于 垂直 于 容器 轴 
的 平面 上 这 个 假设 ,方程 可 能 还 有 其 它 的 解 ,而 且 这 些 解 在 
轴 上 不 具有 奇异 性 . 例如 ,如 果 边 界 条 件 要 求 指向 矢 于 垂 
直 于 器 壁 , 则 在 这 种 非 奇 异性 解 中 ,指向 矢 的 流 线 处 于 子午 
面 上 并 有 图 30 所 示 的 形状 . 这 些 流 线 开 始 垂直 于 壁面 , 然 
后 逐步 弯曲 地 趋向 轴 r>=0, 因 此 在 轴 上 半 的 方向 是 完全 确 
定 的 . 不 仅 如 此 ,我 们 将 看 到 ,这 种 没有 奇异 性 的 解 因为 比 
在 轴 上 有 奇异 性 的 解 总 弹性 自由 能 更 小 ,所 以 在 热力 学 上 
更 有 利 (P. 工 . Cladis,M. Kléman ,1972). 下 面 我 们 就 着 手 构 
造 这 个 解 . 

我 们 将 在 柱 坐 标 r,p,z 中 寻求 轴 对 称 且 沿 z 轴 均 匀 的 
形 如 





n, = cosX(r)，Pm =0, n, =sinX(r) (38.1) 
的 解 (x 的 含义 见 图 30). 器 壁 上 的 边界 条 件 为 
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xX=0 (r= R), (38.2) 
其 中 RR 为 柱 半径 ,在 柱 轴 上 我 们 设置 条 件 
X= "7/2 (r=0), (38.3) 


与 前 面 指出 的 无 奇异 性 相对 应 . 我 们 有 
(V xn), - -所 = - cosx 空 ， 


1 d(rn,) . dy cosx 
Ve Xt 


沿 z 轴 单位 长 度 的 形变 自由 能 为 


a InR 
[ 27rF dr = | { (Kisin2y + Ricos2) ix’ + Kicosy - Kisin2x "x'| dé, 
o 2 





(38.4) 
其 中 的 “” 号 指 对 变量 £=lInr 求 导 . 0 
平衡 方程 ( 亦 即 泛 函 (38.4) 极 小 值 问 题 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ) 的 第 一 积 
分 为 
(Kisin2y + Kscosix)x’ — Kicosxy = const. (38.5) 
根据 条 件 (38.3), 当 一 - % 时 应 有 X 一 7/2. 显然 ,此 时 应 有 Xx 一 5/2 时 xX' 一 0; 
所 以 上 式 中 的 常数 等 于 零 ,结果 得 到 
Re VKicosx 


172" 


(Ksin’y + Kscos’x) 
由 此 求 得 满足 条 件 (38.2) 的 解 : 

R 1 (K, sinx + Kscosx) ”| 

In 一 = -一 4. 38. 6 

r MR cosx x ( ) 
与 式 (37.10) 所 给 出 的 向 错 相反 ,这 个 解 不 是 自 相 似 解 ,其 中 含有 尺度 参量 R. 
积分 (38. 6) 是 通过 初等 函数 表示 的 . 在 K > 天 的 假设 下 ,我 们 可 写 出 解 的 显 式 
为 : 





= |{ V1 -sinX - hn 一 上 sinx | “oxp{ - barcsin (ksinx) }, 
v1 — ksiny + k'sinx (38.7) 
I es i ee 
i 
当 7r0 时 ,7/2 -XxX 以 正比 于 7 的 方式 趋 于 零 ,而 流 线 则 按照 指数 规律 7 x 
exp(const* xz) 接近 z 轴 ， 


经 计算 ,给 出 与 此 解 相 关 的 自由 能 为 


@ ”被 积 函 数 表达 式 中 的 最 后 一 项 对 变 分 问题 的 表述 无 关 紧 要 ,但 对 求 总 自由 能 则 是 必需 的 . 


页 
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1 
br 27rdr = Ki {2 + 有 arcsink 上 (38.8) 


我 们 注意 到 ,该 表达 式 一 般 与 容器 半径 R 无 关 . 而 图 27(a) 所 示 的 解 式 (37. 10) 
给 出 的 向 错 的 能 量 为 


R 
br -. 2mrdr = nkKiL, (38.9) 


其 中 工 = In(R/a) 是 一 个 很 大 的 对 数值 , 它 的 出 现 与 轴 上 的 奇异 性 密切 相关 . 我 
们 看 到 ,与 具有 奇异 性 的 解 相 比 ,无 奇异 性 的 解 在 能 量 上 更 有 利 ( 假 如 系数 
不 是 反常 地 小 ). 

其 实 , 可 以 通过 连续 形变 的 ( 亦 即 不 发 生 任 何 间断 的 ) 途 径 , 即 采用 将 矢量 
n 逐步 从 平面 z = const 移 开 的 办 法 ,从 指标 n=1 的 向 错 场 n(r) 得 到 我 们 这 里 所 
研究 的 平衡 方程 的 轴 对 称 非 奇 异 解 n(r). 这 是 我 们 将 要 在 下 一 节 阐 明 的 非常 
普遍 情况 的 一 个 实际 体现 . 


习 题 


1. 试 求 出 柱 形 容器 中 向 列 相 介质 平衡 方程 的 在 轴 上 无 奇异 性 的 轴 对 称 解 ， 
边界 条 件 与 图 27(b) 对 应 ， 
解 :我 们 寻求 形 为 


n, =0, n, = cosx(r), n, = sinx(7) 





的 解 , 边 界 条 件 为 
X(R) = 0，X(0) = 7- 
由 于 我 们 有 
(V xn), = - cosx 代 ， 
(V xn), = i 一 sinx 社 ， 
V:n=0. 
自由 能 为 


1 2mrPadr = 人 {K, (sinxcosx -xX’)” + Kcos'xl dé. 
平衡 方程 的 第 一 积分 为 
Kx’ - (Ksinxcos’y + Kcos'x) = 0. 
积分 这 一 方程 得 到 以 下 结果 (假定 K, > K,): 
ERE oy)”, 
上 V1 - kisiny + k'sinx 
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有 2 2 下 所 _ EK, 
Ks Ks 
当 r 一 0 时 , 角 义 以 
T r 
Le A 
2 


的 方式 趋 于 Tm/2. 
这 一 形变 的 自由 能 为 


「 "2mrdr = ™K, {2 + aresink] 5 


图 27(b) 所 示 出 的 平面 向 错 的 自由 能 则 为 nkKsL. 
2. 试 研 究 指标 n=1 的 向 错 对 形 如 8n (gp) 的 小 扰动 的 稳定 性 (C.H. 
AHHCHMOB , H. E. Hagnommncknaj ,1972 ) . 
解 :(a) 未 扰动 径 向 向 错 场 (图 27(a) ) 为 n,=1,n, =n,=0. 而 扰动 场 的 形 
式 为 : 
n, = cos Qcos®D =!1 -地 (@? + $’), 


n, = cos Osin® ~ 加， 
n, = sin@ =~ 0, 


其 中 角度 日 与 四 均 为 角 坐 标的 函数 .与 该 扰动 有 关 的 能 量 是 
[Fardrdy = Ef.g” + KO +(K,-K)gG’ - KO’ldy. 
为 了 做 普遍 的 研究 , 需 令 
9(p) = > em，G6G(p) = py Be” 


sm s=—% 


并 将 能 量 表示 为 所 有 @,,$, 的 函数 . 但 即使 不 这 样 做 已 可 马上 看 出 ,我 们 所 研 
究 的 向 错 对 @。 的 扰动 始终 是 不 稳定 的 ( 因 能 量 中 仿 -KO@? 项 ). 
(b) 未 扰动 的 环形 向 错 场 (图 27(b) ) 为 :n, = =0,nms =1. 扰动 场 可 写 为 


n, = cos Qecos (3+) ~- 0, 


La 


n, = cos Osin (+s) ~ 1 -7(0 + B’), 


n,= sinO~0O 
的 形式 (注意 与 情况 (a) 比较, 这 里 中 的 定义 有 政变 ). 相应 的 能 量 为 


2 
[rurdrap = /Ik(O" + @62) + (K, -KD)D + (K, -2K,)0’|dy. 


Go 和 DD, 是 最 “危险 ”的 扰动 ;相对 这 些 扰动 的 稳定 性 条 件 为 : 
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Kk, > K,, K, > 2K,. 
在 正文 和 习题 1 中 所 得 到 的 n=1 向 错 形变 自由 能 高 于 轴 对 称 非 奇异 解 能 
量 的 论断 ,只 是 表明 这 些 向 错 在 最 好 的 情况 下 也 只 能 是 亚 稳 的 . 现在 我 们 看 到 ， 
径 向 向 错 一 般 而 言 是 不 稳定 的 ,而 环形 向 错 在 符合 弹性 模 量 间 确 定 关 系 的 情况 
下 ,相对 于 所 给 出 的 扰动 是 稳定 的 . 
3. 向 列 相 介 质 充满 两 平行 平面 之 间 的 空间 ,同时 ,边界 条 件 要 求 在 一 个 平 
面 上 指向 矢 重 直 于 平面 ,而 在 另 一 个 平面 上 指向 矢 平行 于 表面 . 试 确定 n(r) 的 
解 :显然 平衡 位 形 将 是 平面 型 的 ,将 此 平面 选 为 iz 平面 ,其 中 z 轴 王 直 于 边 
界面 (z=0 和 z= 瑚 的 平面 ). 令 
n, = sinx(z), n, = cosX(z). 
形变 自由 能 为 
[Fadz |{Ksin + K,cosx Ix” dz. 
平衡 方程 的 第 一 积分 为 
(Kisinx + Kcos'x)xX’’ = const, 


考虑 到 边界 条 件 ,由 此 得 到 


7/2 
[CKssin’x + Kcosx)' dx = | (Kisin + K,cosy) ”dy, 





_ E(x,k) 2 = K, -Kk 
ECn/2,k)’ -> Ri 
其 中 E(xX,k) 为 第 二 类 椭圆 积分 . 
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$ 37 中 给 出 的 弗 朗 克 指标 的 定义 本 质 上 是 以 向 错 中 形变 的 平面 特性 及 其 
沿 向 错 长 度 方向 的 均匀 性 为 前 提 的 . 现在 我 们 将 要 表明 ,在 向 列 相 介质 中 存在 
任意 曲线 向 错 的 普遍 情况 下 ,如何 引入 这 个 概念 . 

当 所 有 点 的 指向 矢 同 时 作 任意 旋转 时 ,向 列 相 液晶 的 能 量 不 变 . 从 这 个 意 
义 上 讲 , 向 列 相 液晶 的 状态 对 指向 矢 的 方向 是 简 并 的 ;这 些 方向 起 着 简 并 参量 
的 作用 . 这 里 我 们 引进 有 关 简 并 空间 的 概念 , 即 不 引起 能 量 改 变 的 简 并 参量 变 
化 区 域 . 在 此 情况 下 , 简 并 空间 为 具有 单位 半径 的 球面 ,球面 上 的 每 一 点 对 应 
的 一 个 确定 方向 . 但 必须 考虑 到 , 仅 有 严 的 正 负 号 区 分 的 向 列 相 液晶 状态 在 物 
理 上 是 等 同 的 . 换言之 ,球面 上 直径 两 端的 点 在 物理 上 是 等 价 的 . 因此 ,向 列 相 


Z 
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液 蝇 的 简 并 空间 是 这 样 一 个 单位 球面 9 ,在 这 个 球面 上 ,处 于 任意 一 条 直径 上 的 
两 点 在 物理 上 等 价 . 

我 们 想象 在 向 列 相 的 物理 体积 内 沿 某 一 封闭 回路 (我 们 称 之 为 y 回路 ) 围 
绕 位 于 其 中 的 向 错 线 转圈 . 在 转圈 时 我 们 跟踪 每 一 点 上 矢量 n 的 方向 .将 y 回 
路 上 的 每 一 点 的 在 简 并 空间 一 一 球面 上 标 出 后 ,也 会 绘 出 一 条 封闭 回路 (我 
们 称 之 为 本 回路). 这 里 我 们 必须 区 分 两 种 不 同情 况 . 

第 一 种 情况 下 ,三 回路 是 一 条 真正 的 封 
闭 回路 . 返回 到 出 发 点 之 后 ,所 绘 点 描 出 一 条 
含 整 数 个 环 的 回路 (如 图 31 中 的 六 和 三。 
回路 ,它们 对 应 的 整数 n 分 别 为 1 和 2). 这 个 
数 就 是 整数 弗 朗 克 指标 . 

在 另 一 种 情况 下 ,六 回路 从 球面 上 的 某 
一 点 出 发 ,而 终结 在 过 出 发 点 直径 的 另 一 端 
点 上 . 由 于 直径 的 两 个 端点 在 物理 上 等 价 , 这 
一 回路 也 应 当 看 作 是 “封闭 ”的 . 这 种 情况 下 
弗 朗 克 指标 定义 为 所 绘 点 描 出 的 半 整 数 环 的 
数目 (例如 ,对 于 图 31 中 的 六 2 半圆 回路 ,这 
个 数 n = 1/2). 

球面 上 任意 封闭 回路 均 可 通过 连续 ( 即 不 使 回路 断 开 的 ) 形 变 的 方式 变换 为 
另 一 条 任意 回路 . 而 且 , 任 意 一 条 封闭 回路 可 以 通过 连续 的 方式 收缩 为 一 点 2. 

起 点 和 终点 在 直径 两 端点 的 任意 回路 也 可 互相 转化 ,但 不 会 收缩 为 一 点 ， 
这 是 因为 尽管 在 形变 时 回路 的 端点 可 以 移动 ,但 这 两 个 端点 一 定 要 处 于 某 一 球 
直径 的 两 端 . 

因此 , 弗 朗 克 指标 不 是 拓扑 不 变量 ,拓扑 不 变 的 仅 是 弗 朗 克 指标 的 整数 性 
和 半 整 数 性 这 个 事实 . 

由 以 上 所 述 可 知 ,向 列 相 液 晶 中 的 全 部 向 错 分 为 两 类 ,其 中 每 一 类 里 的 所 
有 向 错 都 是 等 价 的 ,这 些 向 错 可 以 通过 场 n(r) 的 连续 形变 相互 转变 (C.K. 
AHHCHMOB,H. EE. aanommackn 立 ,1972). 具有 整数 弗 朗 克 指标 的 向 错 组 成 一 类 
向 错 ; 这 些 向 错 是 拓扑 上 不 稳定 的 ,它们 一 般 可 通过 连续 形变 的 方式 消除 . 整数 
指标 的 向 错 可 以 在 向 列 相 液 晶体 积 中 结束 . 

另 一 类 向 错 由 具有 半 整 数 弗 朗 克 指标 的 向 错 组 成 . 这 类 向 错 是 不 可 消除 
的 ,它们 是 拓扑 稳定 的 . 


@ 这 一 几何 图 像 对 应 于 拓扑 学 中 所 谓 的 射影 平面 . 
国 回路 的 形变 可 反映 物理 空间 内 y 回路 的 改变 或 场 a(r) 本身 的 变化 . 
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在 不 同 给 定 条 件 下 ,拓扑 等 价 结构 中 究竟 哪些 结构 实际 上 会 存在 ,取决 于 
这 些 结构 在 热力 学 上 是 否 有 利 . 因此 ,这 一 问题 超出 了 拓扑 分 析 的 范围 . 

和 具有 线 奇异 性 的 向 错 一 样 ,向 列 相 介质 中 也 可 以 存在 点 奇异 性 . 这 种 奇 
异性 的 最 简单 的 例子 是 这 样 的 点 ,在 这 种 点 上 矢量 n 可 指向 一 切 方向 ( 像 一 个 
“ 刺 狂 ”). 

为 了 和 弄 清 楚 点 奇异 性 的 拓扑 分 类 ,我 
们 重新 回 到 作为 简 并 空间 的 单位 球 的 映射 
上 来 . 如 图 32 所 示 , 在 充满 向 列 相 液 晶 的 oe0 
物理 空间 内 ,选取 由 某 一 围绕 奇 点 0 的 
回路 连接 的 两 个 点 4 和 B. 在 单位 球 上 有 
一 确定 的 本 回路 与 y 回路 对 应 . 现在 我 们 
使 y 回路 绕 直线 48 旋转 . 转 完 一 圈 之 后 ,y 回路 回归 原 位 ,并 在 物理 空间 内 绘 
出 一 个 封闭 曲面 o. 由 本 回路 绘 出 的 o 的 映射 王 可 能 会 不 止 一 次 地 覆盖 单位 
球 . 映射 三 覆盖 单位 球 的 次 数 N 是 奇 点 的 拓扑 特征 . 可 以 把 映射 三 想象 为 张 在 
单位 球面 上 的 一 层 封闭 薄膜 ;显然 ,这 层 薄 膜 (不 对 它 进行 任何 切割 ) 无 论 如 何 





图 32 


有 人 包 覆 单位 球 . 这 对 应 于 奇 点 不 存在 或 奇 点 的 可 消除 性 ,这 样 的 薄膜 可 以 收缩 
为 一 个 点 . 对 于 向 列 相 液晶 中 的 奇 点 ,w 的 符号 无 意义 : 它 的 反 号 只 意味 着 n 的 
方向 在 全 空间 全 部 倒转 ,并 不 影响 向 列 相 的 状态 . 
表征 点 奇异 性 的 数 N 只 能 取 整 数 . 容易 看 出 , 半 整 数 N 实际 上 表示 的 是 不 
可 消除 的 线 奇异 性 的 存在 ,而 不 是 点 奇异 性 的 存在 . 例如 ,如 果 王 覆盖 了 半 个 球 
面 (N=1/2) ,这 表明 ,跟踪 y 上 任意 一 点 在 单位 球面 的 映射 时 ,我 们 都 会 发 现 
这 个 点 在 单位 球面 上 描绘 出 的 是 形 如 械 ,, 的 回路 ( 见 图 31) ,这 恰好 证 明了 具有 
弗 朗 克 指标 n=1/2 的 不 可 消除 向 错 的 存在 ?. 
与 向 列 相 液晶 中 奇异 性 的 拓扑 性 质 的 讨论 相 联系 ,我 们 简短 地 谈 一 谈 晶 格 
中 的 奇异 线 一 一 位 错 的 拓扑 解释 . 想象 晶 格 没有 边界 并 引入 指向 三 个 晶 格 基本 
周期 的 轴 x ,x; ,xs , 令 这 些 晶 格 周期 的 量 值 分 别 为 a ,as ,63. 晶 格 沿 轴 x ,x, ,xs 
的 任意 平行 移动 不 改变 晶 格 能 量 . 简 并 参量 (移动 量 ) 的 变化 区 域 是 长 度 为 w， 
a ,os 的 线段 ,而 且 每 一 线段 的 两 个 端点 应 看 作 是 等 价 的 (因为 移动 一 个 晶 格 周 
期 后 晶 格 回复 到 自身 , 亦 即 保持 唱 格 状态 不 发 生变 化 ). 售 等 价 端 点 的 线段 拓扑 
上 等 同 于 圆周 . 因此 , 晶 格 的 简 并 空间 是 建立 在 三 个 圆周 上 的 三 维 区 域 . 这 个 区 
域 可 想象 为 相对 侧面 两 两 等 价 的 立方 体 或 者 四 维 空间 的 三 维 环 面 2. 在 这 样 的 
@ 在 整数 NN 情况 下 ,类 似 的 讨论 不 会 导致 相似 的 结果 ,因为 整数 指标 的 向 错 是 可 消除 的 ,而 具有 整 


数 的 映射 对 应 的 是 不 可 消除 奇异 性 . 
@@ 与 把 对 边 两 两 等 价 的 正方 形 拓 扑 等 价 于 三 维 空间 的 二 维 环 面 类 似 . 
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环 面 上 ,不 存在 缩 为 一 点 的 回路 栈 ,这 些 回 路 中 的 每 一 个 都 由 三 个 拓扑 不 变量 
m ,mz ;ns 表征 ,ni ,n,n 分 别 为 环绕 形成 环 面 的 三 个 圆周 的 数目 . 如 果 回 路 丁 
为 在 物理 空间 内 围绕 奇异 线 ( 位 错 ) 的 回路 y 的 映像 , 则 其 三 个 不 变量 等 同 于 伯 
格 斯 矢量 的 (以 相应 的 周期 ci ,as ,as 度量 的 ) 三 个 分 量 . 因此 ,位 错 是 拓扑 稳定 
的 不 可 消除 奇异 线 ,而 其 伯 格 斯 矢量 是 拓扑 不 变量 . 


§40 向 列 相 液 晶 的 运动 方程 


运动 向 列 相 液晶 介质 的 状态 是 由 四 个 物理 量 在 空间 的 分 布 确定 的 ,这 四 个 
物理 量 是 :指向 矢 ,质量 密度 p ,速度 > 和 简 密 度 5. 与 此 相应 ,向 列 相 液晶 运动 
的 流体 动力 学 完备 方程 组 由 给 出 上 述 物理 量 的 时 间 导 数 的 四 个 方程 组 成 (本 . 工 . 
Ericksen ,1960 ;了 了 . M, Leslie ,1966) ©. 

先 从 指向 矢 的 方程 开始 . 如 果 向 列 相 处 于 平衡 (以 致 天 =0) 且 以 常 速度 在 
空间 作 整 体 运动 , 则 这 个 方程 应 当 表 述 的 是 n 的 值 在 空间 内 以 同样 的 速度 移动 
这 一 简单 事实 . 换 句 话说 ,是 每 一 液体 质点 带 着 自己 的 n 值 在 空间 移动 . 这 一 事 
实 应 当 以 n 对 时 间 的 全 导数 (或 称 随 体 导 数 ) 等于零 来 表示 , 即 

旦 = 于 + Vn=0. (40. 1) 
在 任意 运动 的 一 般 情况 下 ,方程 右 端 会 出 现 与 及 以 及 速度 对 坐标 的 导数 有 关 的 
项 ;在 一 级 流体 力学 近似 中 ,不 消失 的 仅 限于 这 些 量 的 线性 项 . 导数 3v./9x; 组 成 
的 张 量 可 分 为 如 下 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 : 


Vk 村 (ai + O00), 人 2 = 二 (ai — 610;). (40. 2) 


为 了 确定 对 人 ,的 依赖 关系 , 仅 需 注意 到 向 列 相 液晶 以 角速度 0 作 整 体 匀 速 转 
动 时 ,所 有 的 场 n(r) 也 将 以 同样 的 速度 转动 . 这 样 的 转动 由 以 下 方程 描述 : 

dn 1 dn, _ 

本 或 本 = 人 mr 
整体 转动 的 物体 上 点 的 速度 为 v=0Q2 xr, 此 时 V xv=28, 同 时 ,对 指向 矢 的 变 
化 速率 也 得 到 表示 式 dn/di = 2 xn. 与 vn 有 关 的 各 项 的 组 成 受到 从 n* =1 得 出 
的 n.dn/dt =0 的 限制 ,因此 ,我 们 得 到 指向 矢 运 动 方程 的 如 下 一 般 形式 : 

下 = am +A(CS — Nim) nv + WN,, (40. 3) 

其 中 @ 
中 本 节 我 们 部 分 地 仿效 了 D. Foster, T. C. Lubensky,P. C. Martin ,J. Swift ,P. S, Pershan( 1971 ) 对 此 问 
题 的 表述 . 
@@ 引进 符号 入 的 目的 ,一 是 为 了 将 后 面 某 些 公式 表示 得 更 清楚 ,二 是 为 了 在 $43 中 作 进 一 步 





推广 
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N = 过 (40. 4) 
式 (40.3) 中 N 这 一 项 表示 指向 矢 n 在 分 子 场 作用 下 向 平衡 态 的 弛 瑰 , 而 第 二 
项 表示 速度 梯度 对 指向 矢 的 定向 作用 . 这 些 项 的 系数 y (具有 黏度 的 量 纲 ) 和 和 
(无 量 纲 ) 具 有 动 理 学 (而 非 热力 学 ) 本 质 0. 


液体 密度 的 时 间 导 数 的 方程 是 连续 性 方程: 
+V (pr) = 0 (40.5) 


我 们 注意 到 ,这 个 方程 实质 上 是 把 流体 力学 速度 当 作 单 位 质量 流体 所 携带 的 物 
质 流 密度 来 确定 的 . 
速度 的 时 间 导 数 的 方程 是 动力 学 方程 : 
p 于 三 元 (40. 6) 
其 中 下 为 作用 于 单位 体积 上 的 力 . 根据 在 $2 中 所 述 的 一 般 结 论 ,此 积 力 可 表 


示 为 张 量 的 散 度 : 


F, = ki 
其 中 ea 为 应 力 张 量 . 这 时 动力 学 方程 改写 为 
dz 
p= (P+ ov)w) = O40 (40.7) 


的 形式 . 应 力 张 量 的 具体 形式 留待 下 面 确定 . 
最 后 还 剩 下 一 个 粹 的 方程 . 不 存在 耗 散 过 程 时 ,液体 运动 应 当 是 绝热 的 ,而 
且 在 每 一 液体 元 中 都 是 绝热 的 ,这 些 液 体 元 携带 着 自己 的 恒定 的 烂 值 移动 . 表 
示 类 守 恒 的 方程 可 直接 写 为 粹 的 连续 性 方程 : 
905 
a +YV:(Sv) =0, 
其 中 $ 为 体积 炉 , 而 ws 为 炉 流 密度 2. 考虑 耗 散 过 程 时 , 粹 方程 的 形式 为 : 


a5 . gy .2k 
i (Sv + 和 = 和 (40. 8) 


其 中 R 为 所 谓 耗 散 函数 ,2R/T 确定 箭 增加 率 @ ,这 个 量 是 由 张 量 v 的 分 量 以 及 
矢量 h 和 温度 梯度 VT 组 成 的 二 次 型 . 而 矢量 4 则 是 与 热传导 有 关 的 热流 密度 . 
@ 方程 (40.3) 右 端 没有 密度 梯度 和 业 ( 或 温度 ) 梯 度 , 这 与 方程 对 于 空间 反 演 以 及 nn 反 号 的 不 变 


性 有 关 . 关于 这 点 详 见 § 43. 
@@ 这 个 方程 可 表示 为 其 等 价 形式 





dtp tp 
方程 所 表示 的 是 单位 质量 流体 粒子 所 携带 的 粹 为 常量 . 
@ ”如 同 在 §33 中 一 样 ,函数 2R 本 身 给 出 机 械 能 耗 散 率 (参见 本 教程 第 六 卷 $79). 
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热流 密度 的 各 分 量 是 温度 梯度 矢量 各 分 量 的 线性 函数 : 


9 = x0,T, (40. 9) 
在 向 列 相 中 , 热 导 率 张 量 x 有 两 个 独立 分 量 并 可 表示 为 
Hi = MyPiE + xi (Oi — nins) (40. 10) 
的 形式 ,其 中 xy ,x 分 别 描述 纵向 和 横向 (相对 于 方向 而 言 ) 的 热 导 率 . 
流体 动力 学 中 的 能 量 守 恒定 律 方程 为 
3 [EE +E] + 0 = 0， (40. 11 ) 


其 中 五 为 内 能 密度 ,而 8 为 能 流 密度 . 内 能 密度 下 = Eo +E ,其 中 Eo(p,S) 对 应 
于 未 形变 均匀 介质 ,而 能 量 E。 与 场 na(r) 的 畸变 有 关 . 根据 在 $36 中 最 后 一 段 
所 述 , 量 已 , 与 式 (36.1) 中 的 自由 能 Ru 相同 ,区 别 仅 在 于 此 时 应 将 弹性 模 量 天 , ， 
K, ,天 理解 为 由 密度 和 炉 表 示 而 不 是 由 温度 表示 ， 

运动 方程 中 自然 应 当 包括 能 量 守 恒定 律 . 我 们 需要 利用 这 个 定律 建立 上 面 
提 到 过 的 函数 RR、 应 力 张 量 ww 与 矢量 N 之 间 的 联系 . 

将 方程 (40. 11) 中 对 时 间 的 导数 展开 ,并 计 及 热力 学 关系 式 





局 大 (a 
Se 我 们 有 
人 


NE 引入 式 (36.6) 中 的 记号 re, 我 们 写 
出 


oaE, 9 无。 mi on, 
a a i 
Ot Jp,s on; /ps Ot ot 


ok, on; On on On; 
| 
(这 里 我 们 用 有 取代 了 五 , 因 等 式 n: 9n/9i=0 成 立 ,H 的 纵向 部 分 自动 消失 ). 
将 式 (40.3) 中 的 39n/9t 代入 上 式 后 ,我 们 写 出 
dE, 
Cs 
从 中 再 分 出 一 个 散 度 项 后 ,得 

@ 在 此 我 们 要 强调, 这 里 已 是 对 应 于 给 定单 位 体积 的 ,而 在 此 体积 内 的 粒子 (分 子 ) 数 N 是 变量 . 
在 本 教程 第 五 卷 中 ,化 学 势 处 处 都 与 一 个 粒子 相对 应 , 亦 即 定义 为 凡 = 9E/aN. 由 于 N=p/m(m 为 分 子 质 
量 ) ,所 以 这 里 所 采取 的 定义 与 第 五 卷 中 的 定义 只 差 一 个 因子 m. 为 避免 在 与 热力 学 关系 (3.2a) 比较 时 


出 现 误解 ,我 们 特别 提醒 ,此 处 的 是 准确 意义 上 的 体积 内 能 ,而 在 $3 中 , 量 多 定义 为 未 形变 物体 单位 
体积 内 的 物质 的 能 量 , 


) = (Von + Dans = Avani) hs -Neh+ Ve). 
p, 
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3) -Go (40. 13) 
其 中 

6 = hadins + Fonihs = mihi) — For nihs + nahi). (40.14) 
为 了 不 使 公式 过 于 庞杂 ,我 们 在 此 处 以 及 后 面 的 公式 中 ,对 散 度 号 内 各 项 的 具 
体形 式 一 律 略 去 不 写 . 这 些 项 对 于 求解 所 设 问 题 并 不 重要 ,在 本 节 的 末尾 ,我 们 


还 会 返回 来 讨论 它们 . 
表达 式 (40. 14) 还 可 写成 


6G = 0 4 (bE,),s (40. 15) 
的 形式 ,其 中 
0 = madin nhs + mihi) + (nh _nih). (40.16) 
在 作 此 一 变换 时 ,使 用 了 等 式 
aE, 
(GE),,s = ON, + mdidng. 


ons 
张 量 go 如 的 定义 不 唯一 ,原因 在 于 在 er 上 加 一 个 形 如 ax 的 任意 项 时 表 
达 式 (40. 15 ) 没 有 变化 ,其 中 x 为 对 后 两 个 指标 反对 称 (xs = -Xum) 的 任意 张 
量 . 尽管 张 量 (40. 16) 不 对 称 ,但 通过 添加 前 述 经 适当 选择 的 张 量 xx 的 项 ,可 将 
之 写成 对 称 的 形式 . 事实 上 ,我 们 将 把 这 一 相当 宛 长 烦琐 的 推导 留 在 本 节 的 最 
后 进行 ,现在 我 们 假定 oi? 的 对 称 化 已 经 完成 . 
将 式 (40.15) 代 人 式 (40. 13 ) 并 分 出 一 个 散 度 项 (考虑 到 o4 的 对 称 性 ) ， 
我 们 得 到 了 
(党 ) Nhtov- (dB) + Ve 40.17) 
最 后 ,将 式 (40.5) ,(40.7) ,(40.8) 以 及 式 (40.17) 中 出 现 的 时 间 导 数 代 和 人 
式 (40. 12) ,同时 根据 
dE = (GE),s + Wop + 7 了 6;3， 
将 五 的 (p 及 5 保持 不 变 时 的 ) 偏 导数 用 全 导数 表示 . 经 过 一 系列 变换 (分 出 散 
度 项 ) 之 后 ,结果 得 到 : 
忆 ev +E] = - ov -Nh+tigVT+2R+V. Ch 
(40. 18) 
其 中 oi 与 0 ;之 间 的 关系 为 


个 因为 Eo = Eo(p,S) ,所 以 (9,E4s),,s = (0:E),.s. 
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On = ~ PO + ow 
而 压强 则 是 根据 其 热力 学 定义 
=pu-E+TS (40. 20) 
引入 的 (pu = @ 为 体积 热力 学 势 , 即 体积 吉 布 斯 自由 能 ) ,理所当然 , 它 确定 应 力 
张 量 的 各 向 同性 部 分 . 
将 式 (40. 18 ) 与 能 量 守恒 方程 (40. 11 ) 比较 后 ,我 们 看 到 


2R = ova + Neh- gv (40.21) 


这 个 函数 确定 由 耗 散 过 程 引起 的 粹 增加 . 因此 十 分 清楚 ,在 式 (40. 19 ) 中 引入 的 
张 量 oi 代表 应 力 张 量 的 耗 散 (得 性 ) 部 分 .方程 (40.21) 中 不 含 os? , 它 代表 向 
列 相 液 晶 所 特有 (与 普通 液体 不 同 的 ) 的 应 力 张 量 的 (除去 与 压强 有 关 部 分 外 
的 ) 非 耗 散 部 分 3. 

我 们 也 注意 到 , 耗 散 函 数 中 不 含 系数 A. 尽管 此 无 量 纲 量 所 描写 的 效应 具 
有 明显 的 动 理学 (而 非 热力 学 ) 特 性 ,但 它 不 是 耗 散 性 的 @. 


+ oh. (40. 19) 


运动 向 列 相 介质 中 的 体积 力 密度 为 
忆 =-8p+etr 和 +Dhes 一 9p+RiD +F. 


在 静止 的 平衡 (尽管 是 有 形变 的 ) 介 质 中 F' =0 ,而 按照 平衡 条 件 (36.7) ,也 有 上 h 
=0. 根据 式 (40. 14) 和 (40. 15) ,在 此 情况 下 力 
FY? =- (VE,),,s, F=-Vp- (V Ea),,s. 
如 果 认 为 弹性 模 量 是 不 依赖 于 量 p 与 5 的 常量 , 则 有 (VE,),,s =VE,, 此 时 FF= 
-V(p+E,). 而 在 平衡 时 ,应 当 有 =0. 由 此 得 出 ,在 前 述 假设 下 ,压强 在 平衡 
的 向 列 相 介质 中 的 分 布 由 公式 
p = const 一 五， (40. 22 ) 

给 出 @. 

现在 我 们 进行 前 面 提 到 过 的 将 张 量 ow? 对称 化 的 操作 . 首先 ,我 们 以 显 式 
计算 这 个 张 量 的 反对 称 部 分 . 在 差 rw -os 的 计算 中 ,必须 考虑 表达 式 


aE, 
B, = Bn + Tadms ~ Tadin 


对 于 指标 i,k 是 对 称 的. 直接 验证 这 个 对 称 性 并 不 容易 . 利用 能 量 E, 为 标量 从 
而 相对 于 坐标 系 的 任意 转动 不 变 的 事实 作 间 接 证 明 要 简单 些 . 对 于 无 限 小 转动 


@ 有 时 称 其 为 无 功 ( reactive) 部 分 (因此 我 们 将 这 个 张 量 符号 的 上 标定 为 (r) ). 

.@ ”这 种 情况 不 是 唯一 的 , 试 回想 电动 力学 中 导体 的 霍 尔 效应 ,该 效应 也 与 耗 散 无 关 . 

@“ 如 果 不 作 上 述 假定 , 则 可 将 恒定 温度 下 的 力 下 写 为 F = -p Vk 的 形式 ,以 使 平衡 条 件 归 结 为 通 
常 的 上 = const 其 实 , 对 压强 的 表达 式 (40. 20) 求 导 并 计 及 热力 学 关系 dE = 7dS + Adp + (du)。s ,我 们 求 
得 -Vp= -pVh-~SVT+(V Ea)。,s, 由 此 ,在 T=const 情 况 下 得 到 上 述 FF 的 表达 式 . 
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89 的 坐标 变换 为 

r=r+Sr, Sr= Seoxr， 
亦 即 

Sx) = ci Ex = eaSop = — eg: 
矢量 n 和 张 量 34n; 的 改变 分 别 为 
Sn; = én, (0n;) = eudin + endn. 
函数 E, 在 此 转动 下 的 不 变性 意味 着 Buex =0. 因为 ei 是 任意 反对 称 张 量 ,由 此 
必然 得 出 B; 是 对 称 张 量 的 结论 ,这 正 是 我 们 要 证 明 的 . 
知道 了 这 个 结论 后 ,容易 将 oi 写成 (2. 11) 的 形式 ,其 中 张 量 pi 为 
Pi = NM, — MDT: 


此 后 即 可 直接 按 公式 (2. 13) 得 出 对 称 张 量 os?. 经 过 若干 推导 后 得 


各 ey (nh + neh,) 一 (madin + Tuidin) 一 


1 
. Fo Cm + Ti) Nn 一 mun — mans]. (40. 23) 


我 们 注意 到 这 个 表达 式 实 际 上 只 包含 张 量 7 的 横向 (相对 于 指标 ) 分 量 . 如 果 
将 7 表示 为 以 下 形式 : 
Ti = Th 十 Nn 
(因而 r 刀 ms =0) , 则 在 式 (40. 23) 中 就 只 剩 下 含 zf 的 项 . 
最 后 ,我 们 回 过 头 来 处 理 那 些 散 度 项 ,至 今 我 们 还 一 直 没 有 把 它们 写 出 来 . 
比较 式 (40. 18 ) 与 式 (40. 11) ,我 们 看 到 在 散 度 算 符 “Y . ”内 所 有 项 的 总 和 定义 
了 能 流 密度 , 因此 把 所 得 的 最 后 结果 整理 成 : 


2 
Q; = (Ww + )" — Tl VON + unr t+ Anil vr 一 nnavVin))} + 


+ 本 (mi 名 = mihi) ve + Fmihe + nhs) vy -su ~ adsT, (40.24) 


其 中 到 =P+ 敢 为 迷 . 式 中 第 一 项 与 通常 的 流体 动力 学 中 的 能 流 密度 表达 式 是 
一 样 的 ， 
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运动 方程 中 带 有 N 与 wx 的 项 表示 因 介质 偏离 热力 学 平衡 所 引起 的 弛 豫 过 
程 ;此 一 非 平衡 性 导致 h 和 v; 不 为 零 . 在 通常 的 流体 动力 学 近似 中 假定 非 平衡 
性 微弱 , 亦 即 在 一 定 意义 上 hh 和 vw 是 小 量 . 此 时 oi 是 hh 和 vi 的 线性 函数 . 

但 是 ,在 我 们 这 里 所 采用 的 运动 方程 的 形式 中 ,那些 售 的 项 不 必 写 进 
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oa. 其 实 , 这 些 由 hh 和 的 分 量 组 成 的 项 的 形式 无 非 是 const ' (nh + nsh,). 而 
应 力 张 量 的 非 耗 散 部 分 oi? (40. 23 ) 已 经 包含 了 这 种 形式 的 项 ;因此 将 类 似 的 
项 添加 到 cx 中 仅 归 结 为 重新 定义 系数 和 . 

oa 对 vi 的 线性 关系 的 一 般 形 式 为 


Oi = Nitin Vin» (41.1) 
同时 ,四 阶 张 量 mj 具有 由 oi 和 vz 的 对 称 性 导致 的 显然 的 对 称 性 质 : 
Wigim = 了 km = 了 im (41.2) 


除 此 之 外 ,这 个 张 量 还 具有 源 于 昂 萨 格 动 理学 系数 对 称 性 普遍 原理 的 更 
深刻 的 对 称 性 (参见 本 教程 第 五 卷 § 120; 如 同 在 $32 中 一 样 ,本 节 后 面 的 叙 
述 中 ,将 使 用 本 教程 第 六 卷 $ 59 给 出 的 有 关 昂 萨 格 原理 的 表述 以 及 在 该 处 引 
进 的 x。 和 XX, 的 定义 ). 由 炉 增 加 率 的 表达 式 2R/T 可 见 ? ,如 果 我 们 将 %。 理 解 
为 张 量 wa 的 分 量 , 则 与 其 " 共 罗 "的 量 X。 将 是 张 量 ~ vi,/7 的 分 量 @. 而 张 量 
mam 的 各 个 分 量 起 着 动 理学 系数 yw。 的 作用 . 昂 萨 格 原理 要 求 等 式 y。 = yw，* 亦 
即 

分 = Munik: (41.3) 
考虑 到 上 述 对 称 性 质 , 张 量 mj, 应当 只 能 借助 单位 张 量 6; 与 矢量 n 构成 . 
这 样 的 独立 线性 组 合 总 共有 5 个 , 即 
有 ;RAPE TS 十 有 PS 
nm + Rm, 十 PinS + PP dau, 
Budm, udm + ud 
因此 , 张 量 mw 共有 5 个 独立 分 量 ; 我 们 将 用 这 个 张 量 所 组 成 的 应 力 张 量 @ 的 形 
式 表示 为 : 
Oi =27128 + (nz Wi) Bava + (Ws + nm 92) BannaVn +t Pi ) 十 
+ (13 29) (mm + mnv) + (ns + Wn + 2 一 273 -29 nnnn, Vy 
(41.4) 
上 式 中 各 种 系数 定义 的 合理 性 可 由 耗 散 函数 的 如 下 表达 式 看 出 (此 时 取 z 轴 与 
n 平行 ): 


2R = 2n1 Lug > dcp0, ) + N20, vo + 273 0 + 204 VU, ua + 


Q@ ”这 里 我 们 提醒 大 家 , 炳 增加 率 是 通过 x。 和 X。 以 公式 2R/T = - >》 %。X。 表达 的 . 


@ 在 文献 中 通常 将 x。 和 XX。 称 为 相应 的 热力 学 流 和 热力 学 力 . 


回 莱 斯 里 (F. M. Leslie,1966) 与 帕 罗 迪 (0. Parodi ,1970 ) 曾 以 另外 的 形式 引入 向 列 相 液晶 的 耗 散 系 
数 . 看 来 ,文献 上 公认 的 向 列 相 液晶 黏 性 系数 定义 的 选择 尚 待 确立 . 
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+ + (60.7) + x (FT) + (41.5) 


其 中 下 标 qa,B,y 可 取 x 和 y 两 值 . 因为 应 有 RR >0( 灶 增 加 ) , 故 系数 5 ,ma ,ma ， 
ms ;XN ;XL 7 均 为 正 ,此 外 
2275 > 1714、 (41.6) 

由 此 可 见 , 向 列 相 介质 总 共 由 9 个 动 理 学 系数 表征 :五 个 黏 性 系数 ,两 个 热 
导 率 ,一 个 也 具有 黏度 量 纲 的 系数 y 和 一 个 非 耗 散 的 无 量 纲 系 数 和 . 

在 运动 流体 可 看 作 是 不 可 压缩 流体 (为 此 ,流体 运动 速度 应 当 比 声速 小 ) 
的 重要 情况 下 ,运动 方程 中 出 现 的 黏 性 系数 数目 减少 . 不 可 压缩 流体 的 连续 
性 方程 简化 为 等 式 V . v=v =0. 应 力 张 量 (41.4) 中 的 第 二 项 完全 消失 ,而 第 
三 项 取 const'， 3x(ninnzm) 的 形式 . 我 们 发 现 , 最 后 一 项 对 耗 散 函数 无 贡献 . 这 
是 因为 v6 = vi =0 ,该 项 在 构成 乘积 r4wx 时 结果 为 零 . 除 此 而 外 ,这 一 项 与 
总 应 力 张 量 cx 中 的 ~p8i 项 具有 同样 的 张 量 结 构 . 同时 在 不 可 压缩 流体 动力 
学 中 ,压强 (和 速度 一 样 ) 纯 粹 是 由 运动 方程 解 的 结果 所 决定 的 坐标 和 时 间 的 
未 知 函 数 之 一 ,在 此 它 不 是 与 状态 方程 中 其 它 类 似 量 有 关 的 热力 学 量 . 因此 
应 力 张 量 中 的 -p8x 项 和 const' S64(nnv) 项 可 以 互相 结合 ,简单 地 归结 为 
重新 定义 的 压强 . 这 样 一 来 ,不 可 压缩 向 列 相 液 晶 的 黏 性 应 力 张 量 简化 为 表 
达 式 


Oi = 2708 + (93 一 291) nna + mva) + (n+ 人 — 273) nnnn Vn 


(41.7) 
(其 中 了 7 了， =92 +95s -274) ,表达 式 中 总 共 只 有 三 个 独立 的 犁 性 系数 . 
相应 的 耗 散 函数 (z 轴 沿 n 方 向) 是: 
2R =27)， (i = doav,y | + 元 友 +27 上 
EAS Rd C3 (41.8) 


(注意 ro + zw =0) ,不 等 式 (41.6) 保 证 了 上 式 中 的 了， 人 恒 为 正 . 
习 题 
具有 弗 朗 克 指标 柬 =1 的 直线 向 错 重 直 于 其 轴 向 运动 , 试 确定 作用 于 该 向 
错 上 的 力 (H. Imura,K. Okano,1973). 
解 :考虑 向 错 在 坐标 系 内 静止 且 与 z 轴 重 合 ,而 液体 以 恒定 速度 v 沿 x 轴 运 
动 . 在 此 坐标 系 内 ,向 错 中 的 分 布下 (r) 是 稳 恒 的 , 且 由 以 下 公式 (图 27(a) 所 示 
具有 径 向 指向 拓 流 线 的 向 错 ) 给 出 ; 
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n, = cosp, my = sing, 
其 中 极 角 p=arctan(y/%). 由 于 是 均匀 流动 ,在 方程 (40.3) 中 ,我 们 有 3n/9t=0 
及 vi =0, 于 是 该 方程 成 为 ; 
on 天 


v= 


0x Yy 
由 此 ,我 们 求 得 因 运 动 而 产生 的 弱 分 子 场 


h = yvv x n 9, 
3x 


其 中 为 z 轴 方向 的 单位 舌 量 (不 存在 运动 时 ,分 子 场 hh=0, 因 为 静止 向 错 是 介 
质 的 平衡 态 ). 耗 散 酒 数 为 


单位 长 度 的 向 错 在 单位 时 间 内 耗 散 的 能 量 由 以 下 积分 给 出 : 
[2Raxay = TyvL, L-= 二 ， 


其 中 民 为 运动 区 域 的 横向 尺度 ,a 为 分 子 尺度 , 这 一 耗 散 应 由 作用 于 向 错 的 力 
所 作 的 功 矿 来 补偿 . 因此 我 们 求 出 
f= myvL. 
对 于 具有 图形 流 线 的 向 错 ( 见 图 27(b) ) ,也 可 得 到 同样 结果 . 
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向 列 相 液晶 的 完备 精确 流体 力学 方程 组 非常 复杂 . 在 小 振动 情况 下 ,方程 
组 自然 可 以 简化 ,因为 此 时 允许 把 方程 线性 化 . 

在 着 手 研究 小 振动 在 向 列 相 介质 中 传播 之 前 ,我 们 先 回 忆 一 下 在 普通 液体 
中 存在 的 那些 振动 模式 . 首先 是 具有 色散 关系 w =ck 及 传播 速度 为 

[人 (42. 1) 

的 声波 ,所 谓 色散 关系 指 的 是 频率 w 和 波 矢 大 之 间 的 关系 .声波 中 振动 是 纵向 
振动 (参见 本 教程 第 六 卷 8 64). 

其 次 ,存在 色散 关系 为 


iw = AF (42. 2) 
p 


的 强 阻 尼 黏 性 波 ,其 中 7 为 黏度 (参见 本 教程 第 六 卷 $ 24). 这 些 波 是 波 速 v 垂 
直 于 波 矢 k 的 横 波 ,因此 常 被 称 作 剪 切 波 . 剪 切 波 可 以 有 两 个 独立 的 偏振 方向 ， 
色散 关系 与 偏振 方向 无 关 . 

最 后 ,在 静止 液体 中 有 温度 (以 及 炉 ) 的 小 振动 传播 ,这 种 波 具 有 强 阻尼 符 


&42 小 振动 在 向 列 相 液 最 中 的 传播 * 189， 


性 波 那 样 的 色散 关系 
iw = xX, (42. 3) 
其 中 x 为 介质 的 温 导 率 ( 参 见 本 教程 第 六 卷 § 52). 

向 列 相 介质 中 也 存在 相似 模式 的 波 . 然而 ,向 列 相 液晶 中 由 于 附加 动力 学 
变量 一 一 指向 矢 n 的 存在 ,还 会 导致 这 种 介质 所 特有 的 新 类 型 波 的 出 现 (P. G. 
de Gennes ,1968 ) . 

我 们 从 向 列 相 中 的 普通 声波 开始 . 容易 看 出 ,在 波长 足够 长 ( 亦 即 大 值 足够 
小 ) 的 极限 下 ,与 新 动力 学 变量 的 存在 有 关 的 声速 修正 很 小 ,因此 声速 仍 由 原来 
的 简单 公式 (42. 1) 给 出 . 将 振动 介质 中 的 指向 矢 表 示 为 n = no + 5n 的 形式 ,其 
中 mo 为 在 介质 各 处 均 取 常量 的 未 扰动 值 ,而 5n 则 为 变化 的 小 量 . 由 于 mn? =m 
=1, 故 n。* 5n =0. 将 方程 (40.3) 的 左 端 与 其 右 端的 前 两 项 相 比 较 , 得 出 wan ~ 
kv, 亦 即 in ~ we. 在 这 一 近似 处 理 中 ,根据 式 (36. 9), 分 子 场 hx 忆 , 故 式 
(40.3) 右 端 第 三 项 N =h/y 是 更 高 阶 的 小 量 . 所 以 ,液体 能 量 密度 中 的 已 , 项 为 


E, ~ K(k8n)’ ~ K{ 些 ) ， 


亦 即 相对 于 ~pz 的 主导 项 ,这 一 项 的 量 级 为 记 . 所 以 ,在 这 一 近似 下 这 部 分 能 
量 可 忽略 不 计 , 从 而 前 面 关 于 声速 的 论断 得 以 证 明 . 

在 以 下 相对 于 小 量 左 的 近似 中 ,出 现 与 耗 散 过 程 有 关 的 声 吸收 . 与 普通 流 
体 相 比 ,向 列 相 液晶 的 特殊 之 处 在 于 声 吸收 的 各 向 异性 ,在 这 种 介质 中 , 声 吸收 
依赖 于 声波 的 传播 方向 (参见 习题 1). 

向 列 相 中 其 它 的 振动 类 型 都 具有 类 似 于 式 (42.2) 和 (42.3) 所 表示 的 色散 
关系 :w cx. 这 表明 ,在 大 足够 小 的 条 件 下 ,对 于 所 有 情况 都 有 w << ck. 同样 ,由 
此 可 以 推断 出 ,在 这 些 振动 中 液体 可 看 作 是 不 可 压缩 的 ?. 此 时 连续 性 方程 化 为 
V， v=0, 或 对 平面 波 而 言 ,k.' v=0. 因此 ,相对 于 振动 传播 速度 ,我 们 所 研究 的 
振动 为 横向 振动 一 一 剪 切 振动 . 

为 了 研究 所 有 这 些 振动 , 令 n = no + 6n,p =po + 5p, 我 们 将 运动 方程 线性 
化 . 在 一 级 近似 下 ,分子 场 与 n 的 导数 成 线性 关系 ,从 而 与 5n 成 线性 关系 : 

H=K VV':6n-K,Vx[n(no. Vx Sn)jr+ 
+ Ky;Vx[no x (no xVY x 6n)]. (42. 4) 
应 力 张 量 的 “无 功 ”部 分 (40. 16) 中 的 第 一 项 是 Sm 的 二 次 方 项 ,因此 应 略 去 . 还 
应 当 略 去 在 方程 (40.7) 中 构造 张 量 梯 度 3,of 时 出 现 的 二 次 方 项 和 该 方程 左 端 
的 (uv. V)v 项 . 结果 运动 方程 简化 为 : 
@ 我 们 注意 到 (参见 本 教程 第 六 卷 & 10) ,在 vc 和 7 > le 的 条 件 下 ,可 将 作 非 定常 流动 的 液体 


看 作 不 可 压缩 流体 ,此 处 7 和 /分 别 是 液体 速度 发 生 显著 变化 的 时 间 和 空间 间隔 , 对 于 振动 运动 ,第 一 个 
条 件 在 振动 振幅 足够 小 的 情况 下 总 能 满足 ,而 第 二 个 条 件 表 达 的 恰好 是 w/k kc 的 要 求 . 
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Uy,; 1 入 
p ey =- 96p+ pn motokj 一 Nor Orhi) 一 3 (RoiOrhs + nog Ohi) + Oi0 i 
(42.5) 
在 方程 (40.3 ) 中 ,只 需 在 方程 右 端的 前 两 项 中 将 严 换 作 m ,并 略 去 方程 左 端的 
(v* V)snm 项 , 即 可 得 到 
08m; 
ot 
鉴于 等 式 n。: Sn =0 和 wk=0 成 立 ,矢量 5n 和 wv 各 自 仅 有 两 个 独立 分 量 . 因 
此 方程 (42.5) 和 (42.6) 组 成 含 4 个 线性 方程 的 方程 组 . 这 些 方程 确定 4 个 振动 
模式 ,其 中 每 一 个 模式 内 ,无论 速度 还 是 指向 矢 都 经 受 耦 合 振动 . 然而 ,由 于 无 
量 纲 关系 





1 
= inos + ACBi — nono) Nov 十 WR (42. 6) 


Ra (42.7) 
7 


(此 处 与 ”分 别 为 向 列 相 液 晶 的 弹性 模 量 与 其 慕 性 系数 m,n , ,ms,Y 的 数量 
级 ) 通 常 是 ~10” 一 10“ 的 小 量 ,情况 可 以 大 大 简化 . 以 下 将 会 证 明 , 在 此 情况 
下 ,可 以 区 分 出 两 类 本 质 上 不 同 的 振动 类 型 ,对 其 中 的 每 一 种 类 型 ,方程 (42. 5) 
和 (42.6) 都 允许 一 定 的 简化 . 
其 中 之 一 的 频率 与 波 矢 关系 为 : 

iw ~ 中， (42.8) 
与 式 (42.2) 相 似 (根据 下 面 将 要 给 出 的 理由 ,这 类 振动 称 作 快 剪 切 振动 ). 此 时 
在 方程 (42.5) 和 (42.6) 中 所 有 含 严 的 项 均 可 略 去 . 实际 上 ,由 式 (42.8) 可 知 


AN A 
Sn 人 
因此 分 子 场 
h ~ Kian ~ eK. 
7 


利用 这 一 估计 容易 确认 ,与 方程 中 含 v 的 项 相 比 , 含 h 的 项 是 比值 ~ 的 小 量 . 
于 是 对 于 快 剪 切 ,方程 约 化 为 
0V; ， 
Br = 0- 908p， (42.9) 


2 = {ino: + A(Bs 一 Rane) note (42. 10 ) 
因 第 一 个 方程 不 食 8m , 故 速度 的 振动 和 色散 关系 由 它 确定 ,然后 由 第 二 个 方程 
直接 给 出 伴随 的 指向 矢 振 动 (见习 题 2). 


现在 我 们 转 到 <1 条 件 下 的 第 二 类 剪 切 振动 , 亦 即 向 列 相 液晶 特有 的 指 
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向 矢 慢 振 动 的 讨论 . 在 这 些 振动 中 ,指向 矢 变 化 部 分 的 数量 级 是 通过 方程 
(42.6) 左 端的 导数 398n/3t 与 方程 右 端的 h/y 项 之 间 的 大 小 相当 来 确定 的 ;w8nm ~ 
h/y, 且 由 于 有 ~ Kk 3n ,这些 振 动 的 色散 关系 定性 地 由 关系 式 

(42. 11) 

7 
给 出 . 显然 ,方程 (42. 5) 左 端的 导数 pewat ~ pvw 远 小 于 方程 右 端 的 项 9,01 ~ 
mvk? 项 要 小 ,因此 可 以 略 去 . 
方程 


-05p + (naorh — norOihi) 一 人 (oa 如 + notekhi) + gxou = 0 


(42. 12 ) 
确定 速度 振动 和 指向 矢 振动 之 间 的 联系 ,之 后 由 方程 (42.6) 得 出 色散 关系 ( 见 
习题 3). 
注意 式 (42. 11) 和 式 (42. 8) 给 出 的 两 个 频率 之 比 wyor ~ 内 因此 对 于 同样 
的 上 值 ,频率 w, 比 频率 wo; 小 ,故而 相应 的 振动 被 称 作 慢 振动 和 快 振动 . 
最 后 我 们 指出 ,静止 向 列 相 液晶 中 的 温度 振动 与 通常 液体 中 相似 的 振动 稍 
有 区 别 , 区 别 仅 为 前 者 在 与 式 (42.3) 相似 的 色散 关系 中 出 现 了 各 向 异性 (见习 
题 4). 
习 题 
1. 试 确 定向 列 相 液晶 中 的 声 吸收 系数 . 
解 : 声 吸收 系数 由 比值 
T= a 
CD 7 
算出 (参见 834) ,同时 耗 散 函数 由 公式 (41.5) 给 出 . 在 此 情况 下 , 式 (41.5) 中 
的 h?/y 项 可 忽略 不 计 . 实际 上 如 正文 所 述 ,分 子 场 有 hx 可 ,因此 及 /yx 刀 , 而 只 
中 其 余 各 项 均 正比 于 波 矢量 的 较 低 阶 一 一 阶 . 简单 的 计算 导出 以 下 结果 @: 





2 
r= 2 + 92) +2(93 + ms 一 9 ~ 2) eos 0 + 


1 1 
+ (tm + + ns — 213 -27m4)cos'9 + [x + (xy ~ x )eos’0] (= -一 ) |， 
v p 


其 中 9 是 波 矢 大 ( 也 是 速度 z) 与 指向 失 严 之 间 的 夹 角 . 吸收 系数 中 热传导 部 分 
@ 这 里 我 们 把 这 个 量 记 为 一, 以 避免 与 耗 散 系数 y 混 清 . 


@ ”计算 平方 项 时 ,所 有 的 振动 项 当然 都 应 写 为 实数 形式 ,这 些 项 与 + 和 7 的 关系 由 cos(k*r -wi) 
给 出 . 
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的 计算 与 对 通常 流体 所 作 的 计算 完全 相似 
cuyci 为 质量 热 容 ). 

2.， 试 求 出 快 剪 切 振动 的 色散 关系 . 

解 :对 于 平面 波 (mccexp( 这 .riwt)) ,方程 (42.9) 的 形式 为 

— ipwv, = -这 ;3p + ik,o i. - 
不 可 压缩 向 列 相 液晶 的 黏 性 应 力 张 量 由 方程 (41.7) 给 出 . 考虑 到 vv 为 横向 振 
动 ,v， k=0, 通 过 简单 计算 ,将 方程 化 为 以 下 形式 :中 
ipwv = 这 3p + ak rv + ak n(n v) +akk(n. v), (1) 


参见 本 教程 第 六 卷 579( 式 中 


其 中 


1 
Qi = n+ Fm — 271)cos’0, 
1 we 
oa = Tm 20) + (ns + Ti 一 293)cos 0， 


1 
Q3 二 Fm — 271)cos6， 


式 中 的 9 为 与 n 之 间 的 天 角 . 以 矢量 无 点 乘 方程 (1) 后 ,我 们 得 到 用 速度 振动 
表示 压强 振动 的 公式 : 

Sp = 这 (2 .mw)(a + a,cos0). (2) 
我 们 所 要 求 的 色散 关系 由 方程 (1) 的 横向 分 量 确定 . 将 此 方程 点 乘 夭 量 严 xX 天 ， 
我 们 得 到 与 和 失 量 上 和 nn 组 成 的 平面 重 直 的 v 振 动 所 对 应 的 色散 关系 : 


2 
偏振 处 于 上 述 平 面 的 振动 的 色散 关系 ,可 由 方程 (1) 点 乘 于 并 借助 方程 (2) 消 
去 Sp 得 到 : 


2 2 
iw, = a (0) (min + mc0s0). 


iw ， = LE (9) +a(b)sin 6 = En + 72)sin’20 Se cos?20 上 
办 p 1 2 p14 1 2 2 3 


这 两 个 色散 关系 显然 与 定性 估计 式 (42.8) 相符. 
3. 试 求 出 慢 剪 切 振动 的 色散 关系 . 
解 : 对 于 平面 波 ( 6nc exp( 计 .riwi) ) ,线性 化 分 子 场 为 
kh=H-n(n:H) =- Klik-n(n.k)|l(k. 6n)-— 
-Kv(v.: Sn) - K,(k.: n)’Sn, 
其 中 
v=nxk (vy = ksing). 


于 是 ,方程 (42. 12) (其 中 04 采用 公式 (41.7) ) 有 以 下 形式 : 





@ 为 简化 公式 书写 ,在 以 下 的 习题 中 我 们 都 略 去 了 mo 的 下 标 0. 
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— ik8p -ak’v — akin(n. v) - akk(n: v) + 
ti An(k.h) -i 人 

(方程 中 的 函数 al(9) 和 a:(6) 由 习题 2 确定 ). 将 此 方程 点 乘 ,我 们 求 得 偏振 

径直 于 k,n 平面 的 与 6n 振动 之 间 的 联系 : 

ai(v' vy) 二 


其 中 





h(n:k) =0 (1) 


+ 入 _ ,1L+A 
py (nk)(h.v) =i 7 








(kn)K, (vy. 5n), (2) 


K, = K,sin’0 + Kicos 0. 
我 们 进而 写 出 方程 (42.6) 点 乘 z 之 后 的 形式 : 
EK, 
> 
借助 方程 (2) 从 上 式 中 消去 (pw， wv) ,我 们 得 到 偏振 各 直 于 上 ,nn 平面 的 振动 的 色 
散 关系 ; 


-iw(y: 8n) = (1 +A)(n: Kk)(y. v)-— 





(py * 5n). 


2 1 (1 + A)’cos’0 
人 } 

为 了 求 得 偏振 在 ,ni 平面 内 的 振动 的 色散 关系 ,我 们 先 在 k,n 平面 内 求 出 
方程 (1 ) 重 直 于 矢量 方向 的 分 量 , 再 点 来 以 用 ,由 此 给 出 : 


(nw) (a, + asin’0) = = (1 + Acos20) Ky (kK. 5n), 


其 中 
K, = Ksin’g + K,cos’0. 
对 方程 (42.6) 作 同样 运算 ,我 们 得 到 
iw(k. Sn) = put + Acos20) (nv) + K(k . Sn). 
从 所 得 的 两 个 方程 中 消去 (n，v) ,我 们 求 得 色散 关系 
， _ 2 1 (1 + Acos20)? 
Ee | ?7 和 4(a! + a,sin’0) } 
这 里 求 得 的 两 个 色散 关系 与 定性 估计 式 (42. 11) 也 是 一 致 的 0. 
4. 试 求 出 静止 向 列 相 液晶 中 温度 振动 的 色散 关系 . 
解 :对 不 可 压缩 向 列 相 液晶 的 方程 (40.8) 作 与 对 普通 液体 情况 完全 一 样 的 
变换 (参见 本 教程 第 六 卷 850) ,导出 方程 
oT Hik 


a = X00T, Xi = pc, = XY Nine +X (Bi — Pink) ， 


@ 在 上 5 为 实数 情况 下 ,实数 io 应 当 为 正 , 亦 即 振动 应 当 随 时 间 衰 减 (而 非 任 意 增长 ). 在 习题 2 和 
习题 3 中 求 得 的 所 有 色散 关系 均 具 有 这 一 性 质 . 
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Nt 由 式 (40. 10) 给 出 . 对 于 57Tccexp( 达 .rr-iol) 的 温度 振动 ,我 们 求 得 色散 
关系 
iw = Fp (xy cos’0 +xX, sin’0). 


843 胆 当 相 液晶 力学 


胆 伍 相 液晶 ( 胆 笋 相 ) 与 向 列 相 液晶 的 差别 在 于 ,在 胆 省 相 中 缺少 反 演 中 心 
这 一 个 对 称 元 素 . 而 指向 矢 的 方向 严 与 -于 仍 像 以 前 一 样 是 等 价 的 (参见 本 教 
程 第 五 卷 $ 140 ). 

缺少 反 演 中 心 的 后 果 , 表 现在 形变 自由 能 中 出 现 了 指向 矢 导数 的 线性 
项 一 一 府 标 量 n.， V xn. 形变 自由 能 的 一 般 形式 可 表示 为 

F, = (vn)? + (ne Vxn + g)? + 2(n xYxn)’, (43.1) 

其 中 参量 4 的 量 纲 为 长 度 的 倒数 . 胆 僧 相 与 向 列 相 的 这 一 差别 导致 介质 平衡 
(无 外 力作 用 ) 状 态 特 征 的 根本 性 变化 . 此 时 平衡 态 不 再 像 向 列 相 液晶 那样 是 空 
间 均 名 ( 即 n = const) 的 . 

与 胆 举 相 液 晶 平衡 状态 对 应 的 指向 和 拓 n 方 向 的 分 布 满足 以 下 方程 : 


V:n=0, nVxn=-g, nxVxn=0 (43.2) 
(这 种 分 布 对 应 于 自由 能 (43. 1) 取 等 于 零 的 极 小 值 ). 这 些 方程 的 解 为 
n, = cosqz, my = singz, n, = 0. (43.3) 


这 种 称 为 螺 型 结构 的 解 结构 可 以 想象 为 将 n = const 初 始 指向 xy 平面 某 一 确定 
方向 的 向 列 相 介质 绕 z 轴 旋 拧 的 结果 . 胆 价 相 液 晶 的 指向 结构 沿 空 间 某 一 方向 
(z 轴 ) 显 示 出 周期 性 . 沿 z 轴 方向 每 经 过 一 个 长 度 间 隔 2r/e ,矢量 于 回复 到 原 
值 ,但 因为 nn 与 -nn 方向 的 等 价 性 ,真正 的 结构 重复 周期 要 小 一 半 , 为 n/g. 当 
然 , 仅 当 结 构 的 螺 距 远大 于 分 子 尺度 时 ,由 式 (43. 3) 表 述 的 胆 当 相 液晶 螺 型 结 
构 的 宏观 描述 才 有 意义 . 在 实际 的 胆 和 省 相 液晶 中 , 这 个 条 件 是 满足 的 (ve ~ 
10 cm ). 

推导 向 列 相 液晶 的 平衡 方程 和 运动 方程 时 并 没有 使 用 其 中 存在 反 演 中 心 
这 个 条 件 . 因此 这 些 方程 的 一 般 形式 对 于 胆 当 相 液晶 也 是 正确 的 . 同时 也 存在 
一 系列 差别 . 首先 ,自由 能 F, 发 生 了 变化 ,而 按照 定义 (36. 5) ,分 子 场 严 要 通过 
它 来 计算 . 其 次 ,自由 能 中 存在 导数 的 线性 项 导致 弹性 模 量 K, 的 等 温 值 不 同 于 
绝热 值 (参见 8 36 的 最 后 一 段 ). 在 840, 841 中 表述 的 流体 力学 方程 组 中 , 基 
本 热力 学 变量 是 密度 和 炉 . 与 此 相应 ,应 当 使 用 绝热 弹性 模 量 (这 些 模 量 是 密度 
p 与 焙 $ 的 函数 ). 

最 后 ,与 向 列 相 液晶 的 流体 动力 学 方程 相 比 , 胆 当 相 液晶 流 体 动力 学 方程 
的 实质 性 改变 在 于 方程 的 耗 散 部 分 中 出 现 了 多 个 附加 项 . 这 些 附加 项 分 别 出 现 
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在 方程 (40.3) 右 端的 应 力 张 量 oi ,热流 g 和 量 N 中 (了 . M. Leslie,1968) ,它们 
分 别 为 : 
Oi = (Oi) nom + HNieum + Neeum) nndT, 
N, = (N,) ,on + VewnsdT, (43.4) 
qi = (gi1) sem + Viemnrhs + Wil Emine + Emini) nn Vi 
其 中 带 有 下 标 “nem” 的 项 为 向 列 相 液晶 流体 动力 学 中 的 相应 表达 式 . 上 述 关系 
式 中 的 附加 项 并 非 真正 的 张 量 和 矢量 ,而 是 尾 张 量 和 履 矢 量 . 这 些 项 破坏 空间 
反 演 对 称 , 这 正 是 向 列 相 液晶 没有 这 些 项 的 原因 . 现在 我 们 转 而 注意 这 样 一 个 
间 题 , 即 由 于 要 求 方 程 在 n 变 号 时 保持 不 变 , 故 不 可 能 构造 相似 的 真 张 量 和 真 
矢量 项 . 比如 ,在 xx 中 形 如 const (ni9iT + ns9:7) 的 项 或 在 gq 中 形 如 const* h 
的 项 都 会 在 变 号 时 随 之 反 号 ,而 应 力 张 量 和 热流 相对 这 种 变换 应 当 是 不 变 
的 . 与 此 相似 ,在 量 N 中 不 可 能 有 形 如 const* V7 的 项 ,因为 这 一 项 在 n 变 号 时 
不 变 , 但 按照 定义 量 入 应 当 变 号 (N 与 dn/di 同 号 ). 
表达 式 (43.4) 中 的 系数 之 间 以 源 于 昂 萨 格 原理 的 关系 相 联系 . 为 了 应 用 这 
个 原理 (参见 § 41) ,我 们 取 ou ,qiN, 等 量 为 热力 学 流 *。 由 耗 散 函数 (40. 21 ) 
的 形式 (更 准确 地 说 ,由 确定 粹 增加 的 函数 2RZXT 的 形式 ) 可见, 相应 的 热力 学 
力 X。 应 为 - vs/7, 9,7/T, -hh,/7 等 量 . 同时 也 应 考虑 到 , 量 xx 相对 于 时 间 反 
转 是 侦 函 数 , 而 有 量 q;,N, 则 为 奇 函数 ( 这 一 点 可 由 这 些 量 在 方程 (40.3) ,(40.7) 
和 (40. 8) 中 所 处 的 位 置 看 出 ). 如 果 量 x。 和 x 在 此 一 变换 下 具有 同样 的 奇偶 
性 , 则 相应 的 动 理学 系数 以 等 式 y。 = ys。 相 联系 ;如 果 %。 和 x, 的 奇偶 性 不 同 , 则 
Yas = 一 Ya: 现在 我 们 令 关系 式 (43.4) 中 的 交叉 系数 相等 了 ,得 到 等 式 
vi =vT, pp = AT 
这 样 就 可 以 把 方程 (43.4) 改 写成 以 下 形式 : 
ohk= (Oh) sem -KLn(n x VT), +n(n x YT7T),], 
N=N,., +v(n x V7), (43.5) 
q = qun + vT(n xXh) +2uTn x (vn), 
其 中 (wn) 表示 分 量 为 vn 的 矢量 . 
这 样 一 来 , 胆 举 相 力 学 中 的 应 力 张 量 ms 与 矢量 N 中 出 现 了 依赖 于 温度 梯 
度 的 项 @. 这 种 依赖 形式 (矢量 积 n xV 7 了 7) 意味 着 温度 梯度 导致 作用 于 指向 矢 与 
液体 质量 的 扭矩 . 同时 ,指向 矢 相 对 液体 旋转 所 伴随 的 分 子 场 和 液体 的 速度 梯 
@ 在 令 交叉 系数 相等 时 ,必须 小 心地 核查 因子 eu 中 的 下 标 顺 序 ! 
@@ 我 们 提醒 大 家 注意 (参见 本 教程 第 六 卷 $49) ,根据 粹 增加 原理 的 要 求 , 在 运动 方程 的 耗 散 项 中 


不 允许 存在 含有 第 二 个 独立 热力 学 量 ( 例 如 压强 ) 梯 度 的 项 , 这 些 项 的 存在 将 会 导致 耗 散 函 数 中 出 现 仿 
有 乘积 Vp: VT,h. Vp 的 项 ,在 缺少 含有 (六 Vp) 的 项 的 情况 下 ,这 些 项 不 可 能 保证 尺 为 正 . 
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度 引起 液体 中 出 现 热流 . 
在 胆 省 相 液晶 独特 的 流体 动力 学 现象 中 ,有 一 个 现象 可 以 直观 地 描述 为 液 
体 从 静止 停留 的 螺 型 结构 中 逾 渗 (W. Helfrich ,1972). 下 面 为 对 此 现象 的 分 析 . 
设想 胆 人 省 相 介质 的 螺 型 结构 (比如 说 ,由 于 与 约束 介质 的 器 壁 有 一 定 黏 附 
作用 ) 固 定 在 空间 中 . 我 们 将 证 明 ,在 这 些 条 件 下 ,有 可 能 存在 空间 均匀 、 沿 结构 
轴 (z 轴 ) 的 匀速 流动 . 
由 于 结构 (43.3) 对 应 于 介质 的 平衡 态 , 这 种 结构 将 使 分 子 场 趋 于 零 ,h =0. 
逾 渗流 的 存在 会 在 某 种 程度 上 使 结构 发 生 了 畸变 ,从 而 与 流速 v 一 起 导致 小 分 子 
. 场 . 我 们 用 指向 矢 运 动 方程 (40. 3 ) 来 确定 这 个 场 . 由 于 在 按 速度 的 零 级 近似 下 
场 n(r) 是 静止 的 ,3n/9i =0, 且 又 假定 了 流动 为 均匀 流 (v, =v= const) ,故而 vi 
= (2, =0. 结果 方程 (40. 3 ) 化 为 等 式 
dn h 
Y 


(Vv* V)n = 7 一 


dz 
利用 式 (43.3) 中 的 函数 上 (z) 求 得 : 
h = yvgq xn, (43.6) 
其 中 矢量 g (绝对 值 为 9) 的 方向 沿 z 轴 . 在 我 们 所 考虑 的 条 件 下 , 耗 散 函 数 
(40.21) 化 为 2R = 所 /7y. 将 式 (43.6) 中 的 hh 代入 ,得 到 : 
2R = yvg. (43.7) 
此 一 表达 式 给 出 了 单位 时 间 内 单位 体积 液体 所 耗 散 的 能 量 . 在 定常 运动 情况 
下 ,此 能 量 由 保持 沿 z 轴 压 强 梯 度 己 = dp/dz 的 外 力 所 作 的 功 抵消 . 作用 于 介质 
的 体积 力 密度 恰好 为 压强 梯度 ( -Vp). 在 单位 时 间 内 ,这 个 力 在 单位 体积 中 所 
作 的 功 为 ~-p'v, 使 之 与 2R 相等 ,我 们 即 求 得 逾 渗 速 度 : 
2 = Hk (43.8) 
Yq 
指向 和 撩 nn 以 角速度 vq 相对 于 流 经 螺 型 结构 的 液体 粒子 转动 . 这 一 转动 伴随 着 
由 系数 y 表征 的 “摩擦 力 ”, 故 它 也 参与 确定 流动 速度 . 
在 真实 条 件 下 ,速度 不 可 能 在 流动 的 全 部 宽度 上 保持 为 常量 , 它 应 当 在 制 
约 流动 的 管 壁 处 趋 于 零 . 速度 的 突 降 在 某 一 厚度 为 6 的 薄 层 上 发 生 . 但 这 里 表 
征 所 研究 运动 的 唯一 长 度 参量 为 1/g. 如 果 将 胆 省 相 液晶 的 所 有 黏 性 系数 都 取 
为 同一 数量 级 , 则 除 ~1 外 ,没有 其 它 无 量 纲 参 量 . 显然 ,在 这 些 条 件 下 只 有 
6-~179 一 种 可 能 . 如 此 一 来 , 当 在 半径 大 于 lve 的 管道 中 流动 时 ,除去 非常 薄 
(数量 级 约 为 螺 型 结构 的 螺 距 大 小 ) 的 一 层 之 外 ,公式 (43.8) 处 处 都 适用 . 


$44 层 状 相 液晶 的 弹性 
归 类 于 层 状 相 液晶 (或 层 状 相 ) 这 个 科学 术语 名 下 的 物质 是 各 种 具有 层 状 
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结构 的 各 向 异性 液体 ,其 中 至 少 有 某 些 这 样 的 液体 ,它们 的 微观 分 子 密度 函数 p 
仅 依 赖 于 一 个 坐标 (比如 z 坐标 ,p =p(z) ) ,而 且 是 坐标 的 周期 函数 . 我 们 记得 
(参见 本 教程 第 五 卷 8$ 128) ,密度 函数 是 由 物体 中 粒子 的 不 同位 置 的 概率 分 布 
确定 的 ,在 此 情况 下 ,可 以 把 分 子 位 置 当 作 整 体 来 讨论 , 亦 即 将 pdV 看 作 单 个 分 
子 的 惯性 中 心 处 于 体积 元 dy 中 的 概率 . 具有 密度 函数 p(z) 的 物体 可 看 作 由 可 
相互 自由 移动 并 等 距 分 布 的 平面 层 构成 . 在 每 一 层 中 ,分 子 惯性 中 心 的 分 布 是 
无 规 的 ,在 这 个 意义 上 ,每 一 层 都 可 当 作 一 个 “二 维 液体 ”, 不 过 这 些 液体 层 既 可 
以 是 各 向 同性 的 ,也 可 以 是 各 向 异性 的 . 这 种 区 别 可 能 与 分 子 在 层 中 的 排列 取 
向 特性 有 关 . 在 最 简单 的 情况 下 ,取向 分 布 的 各 向 异性 只 由 n 的 方向 (比如 ,分 
子 的 长 轴 的 方向 ) 一 个 量 确定 . 如 果 这 个 方向 垂直 于 层面 ,液体 层 各 向 同性 ,于 
是 z 轴 成 为 物体 的 对 称 轴 , 这 显然 就 是 所 谓 层 状 A 相 液晶 的 结构 . 如 果 nn 的 方 
向 与 xy 面 倾斜 , 则 在 平面 上 出 现 特殊 方向 , 轴 对 称 性 消失 ,这 显然 便 是 被 称 作 
层 状 C 相 液晶 的 结构 . 

以 下 我 们 只 研究 较 简单 的 层 状 A 相 液晶 (并 简称 其 为 层 状 相 ). 在 所 有 已 知 
的 层 状 A 相 液晶 中 ,除了 绕 z 轴 的 轴 向 对 称 性 外 ,还 存在 z 轴 两 个 方向 的 等 价 
性 . 如 果 层 状 相 还 具有 反 演 中 心 , 则 其 宏观 对 称 性 ( 亦 即 对 称 点 群 ) 就 与 向 列 相 
液晶 是 一 样 的 了 . 当然 ,二 者 的 微观 对 称 性 以 及 与 此 相关 的 力学 性 质 是 完全 不 
同 的 . 

根据 以 上 所 述 ,我 们 在 此 应 作 一 重要 说 明 . 物体 体积 内 存在 密度 变化 结构 
的 前 提 ,是 热 涨 落 在 物体 内 各 小 部 分 引起 的 位 移 要 足够 小 . 然而 对 于 具有 p = 
p(z) 的 结构 ,这 些 涨 落 位 移 在 物体 尺度 增 大 的 情况 下 会 无 限 增长 (参见 本 教程 
第 五 卷 $ 137). 严格 地 讲 ,这 意味 着 在 无 限 尺度 的 介质 中 不 可 能 存在 一 维 周期 
性 结构 . 然而 ,由 于 在 物体 尺度 增 大 时 热 涨 落 增 长 得 缓慢 (以 对 数 方式 增长 ) ,上 
述 论断 的 意义 其 实 完全 是 有 条 件 的 . 采用 已 知 层 状 相 液晶 材料 常量 的 典型 值 所 
作 的 估计 表明 ,只 有 在 实际 上 无 法 实现 的 大 尺度 上 , 才 可 能 发 生 一 维 周期 结构 
的 破坏 ,因此 ,在 任何 按 实际 要 求 提出 的 问题 中 ,p(z) 结 构 都 是 可 以 实现 的 ， 

同时 我 们 要 强调 , 当 介质 中 的 p(z) 结 构 因 被 热 涨 落 破 坏 而 使 p 成 为 常量 
时 ,介质 也 绝 不 会 变 成 普通 液体 . 二 者 的 原则 性 差别 在 于 ,它们 在 空间 不 同 点 上 
密度 涨 落 的 关联 函数 (5p(r) 5p(r,)) 不 同 . 在 普通 液体 中 ,这 个 函数 是 各 向 同 
性 的 ,并且 在 >= |r, -六 | 一 co 时 按 指数 律 减 小 (参见 本 教程 第 五 卷 $ 116). 在 
具有 p=p(z) 结 构 的 系统 内 , 当 物 体 尺度 增 大 时 ,关联 函数 仍 是 各 向 异性 的 ,并 
且 在 一 o 时 仅 按 短 函 数 方式 缓慢 减 小 ,而 且 温 度 越 低 , 减 小 得 越 慢 (参见 本 教 
程 第 五 卷 § 138). 

要 建立 层 状 相 介质 的 力学 ,必须 从 求 得 其 形变 自由 能 密度 的 表达 式 开始 . 
鉴于 介质 在 xy 平面 上 是 微观 均匀 的 , 故 介 质点 在 此 平面 上 的 位 移 与 能 量 改 变 
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的 相关 程度 ,取决 于 这 些 位 移 引起 的 物质 密度 改变 的 大 小 . 考虑 到 这 点 , 除 选 取 
沿 z 轴 为 常量 的 温度 外 ,我 们 还 选择 密度 p 和 介质 点 沿 z 轴 的 位 移 wu,=w 作为 基 
本 流体 力学 变量 . 形变 能 依赖 于 密度 改变 p -po (po 为 未 形变 介质 的 密度 ) 和 位 
移 w 对 坐标 的 导数 . 此 时 一 阶 导数 au/ax,eu/ay 一 般 不 能 出 现在 自由 能 的 平方 
项 内 ,其 原因 在 于 ,如 果 将 物体 绕 * 或 7 轴 整 体 反 转 , 这 些 导数 变 号 ,而 能 量 应 
当 是 不 变 的 0%. 

如 弹性 理论 始终 要 求 的 那样 ,我 们 将 假定 所 有 物理 量 的 空间 变化 足够 组 
慢 ,使 得 形变 能 可 由 空间 导数 者 级 数 展开 的 第 一 个 非 零 项 确定 . 然而 , 除 此 之 
外 ,还 需要 另 一 个 更 为 严格 的 假定 , 那 就 是 位 移 w 本 身 必 须 如 此 之 小 ,使 得 介质 
中 的 各 层 几 乎 处 处 与 同一 个 xy 平面 平行 2. 

在 这 些 假设 下 ,并 考虑 介质 的 对 称 性 后 , 层 状 相 液 晶 的 形变 自由 能 由 以 下 
表达 式 给 出 : 

F,=F-F(T) = 


4 2 ou Bpo 
三 一 -一 证 Cc pe i NR 
去 -oo telp-p) + ( 


Ou 


* K, 和 
A 


(44.1) 
A, = a + 人 
Ox 97 
因为 假定 z 轴 的 两 个 方向 等 价 ,方程 中 不 能 含有 形 如 (uv/ez)A,zx 的 项 @ ,也 就 
是 说 ,由 于 相对 于 w 一 -4,z 一 -2z,%,y 一 %,y (对 xy 平面 的 有 反射) 变换 或 wu 一 
-4,z 一 一 Zz,y 一 一 ,x 一 x ( 绕 二 阶 平行 轴 x* 轴 反 转 ) 变换 的 对 称 性 而 不 允许 出 
现在 方程 (44. 1) 中. 由 于 这 个 原因 ,自由 能 表达 式 中 没有 形 如 (p -po)A,w 的 
项 . 因为 在 中 没有 对 x 与 y 的 一 阶 导 数 , 故 必 须 考虑 包括 (在 固体 的 弹性 理 
论 中 没有 的 ) 按 二 阶 导数 展开 的 首 项 . 未 形变 状态 的 稳定 性 条 件 亦 即 能 量 
(44. 1 ) 为 正 的 条 件 要 求 
A > 0， 已 > 0， AB > C’. (44. 2) 
式 (44. 1) 中 系数 K, 用 了 与 式 (36. 1 ) 中 同样 的 标记 符号 ,这 种 选择 并 非 侦 
然 . 层 状 相 液晶 的 层 状 结构 其 实 可 由 指向 矢 上 (Cr) 的 分 布 描写 ,只 需 把 指向 矢 理 
解 为 方程 w(r) = const 表示 的 形变 层 的 法 线 . 在 层 的 畸变 很 小 时 
Ou au 


人 1 


9 n 3 n, » 
Ox 4 90y 





一 
nn 二 
条 


(44.3) 


@ 在 固体 的 弹性 能 中 ,这些 导数 以 wzy 的 导数 的 方式 出 现在 we: 和 ur 的 组 合 中 ,这些 组 合 在 上 述 
反 转 下 不 变 号 . 

@@ ”在 这 个 意义 上 ,我 们 此 处 建立 的 层 状 相 液晶 力学 的 适用 范围 较 前 述 的 向 列 相 液晶 力学 要 罕 ,在 
向 列 相 力 学 中 ,无 论 指 向 矢 场 上 (z) 与 未 形变 的 均匀 分 布 有 多 大 区 别 都 是 允许 的 . 

国 ”在 本 教程 第 五 卷 $ 137 中 出 现 过 这 样 的 项 ， 
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且 此 时 (A ,wu) = (Vn)’, 正 好 是 在 式 (36. 1) 相 应 项 中 出 现 的 量 . 式 (44. 1 ) 中 
的 系数 B 和 C 是 表征 层 状 相 液晶 区 别 于 向 列 相 液 晶 的 特有 晶体 本 性 的 两 个 
系数 8. 

在 式 (44.3) 的 近似 中 ,n' 了 xn~(V xn),=0, 因 此 在 层 状 相 液 晶 的 自由 
能 中 ,无 论 介质 中 中 心 反 演 对 称 元 素 存 与 否 , 既 不 出 现形 如 n* Vxn 的 项 ,也 
不 出 现 胆 徐 相 中 的 扭曲 螺 型 结构 ( 见 $43). 

在 表示 质量 守恒 的 附加 条 件 fear = const 下 ,使 总 自由 能 对 变量 p 与 u 取 
极 小 值 , 即 可 得 到 层 状 相 液晶 的 平衡 方程 . 相对 于 p 求 差 式 

[rsav - Ajear 

的 极 小 值 , 其 中 和 为 常数 拉 格 朗 日 乘 子 ,我 们 得 到 联系 密度 变化 与 层 形变 的 
等 式 


4 Ou _ 
Pe — po) 十 GC = 从 
令 po 为 Bu/sz =0 时 的 密度 ,我 们 有 和 =0, 且 此 时 


Ou Cpo 

Pp po 一 Pm Sy? I 

无 量 纲 系数 m 与 由 层 状 相 液晶 沿 z 轴 方 向 切 下 的 “ 杆 ” 的 泊 松 系数 有 关 . 实 
际 上 ， 


(44. 4) 


Pp 到 二 V a (2 生 wy + w,,) 
(参见 (1.6) 式 ) ,其 中 ,= 9wu/9z, 而 ws ,uw, 为 应 变 张 量 在 xy 平面 的 两 个 分 量 . 


令 wu。 = wy ,我 们 有 











而 且 与 定义 (5.4) 比 较 : 


1-m 
二 44. 
Cr ( 5) 


当 m =0 时 ,系数 o 取 表 征 普通 液体 的 值 oc =1/2. 
借助 式 (44.4) 由 式 (44. 1) 中 消去 密度 变化 后 ,我 们 得 到 仅 由 w 表示 的 自 


@ 我 们 在 此 强调 ,在 层 状 相 液晶 ( 层 状 A 相 液晶 ) 中 指向 和 撩 (理解 为 层 中 分 子 指向 的 选 定 方向 ) 不 
是 独立 的 流体 力学 变量 . 在 向 列 相 液晶 流体 力学 中 ,独立 变量 n 的 特征 是 场 n(r) 在 整个 物体 中 的 均匀 转 
动 与 能 量 的 变化 无 关 . 正 因为 如 此 ,n 沿 物体 的 缓慢 变化 仅 与 能 量 的 微小 变化 有 关 , 能 量 的 这 一 微小 变化 
只 依赖 于 n 的 导数 且 可 用 它 作 展开 . 在 层 状 相 液晶 中 类 似 的 一 切 转动 都 会 改变 n 相对 于 层 状 结构 的 指 
向 ,并 必定 显著 地 改变 能 量 . 我 们 发 现 , 在 指向 矢 以 某 一 确定 的 角度 与 法 线 倾斜 的 层 状 C 相 液晶 中 ,指向 
矢 n 方 向 保持 固定 倾斜 角 绕 法 线 的 均匀 旋转 重新 变 得 与 能 量 改 变 无关 , 因 此 ,此 处 又 出 现 了 新 的 流体 力 
学 变量 一 一 指向 矢 n 在 层面 上 的 投影 . 
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由 能 
B' 5 
F, - 筷 ( 喇 ) + Au)’, (44.6) 
其 中 
B =-B_C (44.7) 
4 
用 独立 函数 过 对 总 自由 能 作 变 分 ,经 过 几 次 分 部 积分 后 ,我 们 得 到 
ai| Pady 三 二 [FSudy, (44. 8) 
其 中 
F. = poB' ou — KA’u. (44.9) 
0z 


显然 , 己 . 是 在 密度 变化 已 “ 揉 合 "” 人 形变 的 条 件 下 ,在 z 轴 方向 上 作用 于 形变 后 
层 状 相 液晶 单位 体积 的 力 . 

平衡 时 ,F, =0, 于 是 位 移 u 满足 线性 微分 方程 

poB' SE- KA = 0. (44.10) 

如 果 还 有 外 部 施加 的 体积 力作 用 在 物体 上 ， 则 这 些 力 应 ; 当 加 在 方程 左 端 (参见 
方程 (2. 8)). 

比值 (六 [Boo) ?共有 长 度量 纲 ， 粗 信和 值 为 (K /B'po)'™ ~a, 其 中 a 为 一 维 
结构 的 周期 {两 层 赔 距离 ). 如 果 层 状 相 液晶 发 生 的 形变 在 xy 平 面 ~1， >>4a 的 
距离 上 有 显著 变化 , 则 击 式 (44. 10) 可 知 ， 在 z 轴 方 向 形变 仅 在 距离 ly ~ /a 
> 工时 才 产 生 显著 变化 . 

作为 计算 宰 俩 ,我 们 来 求 方 程 (44. 10) 的 格林 函数 ， 亦 即 求 沿 z 轴 方 向 作用 
于 r=0 点 的 单位 集中 为 所 引起 的 可 变 点 7 处 的 位 移 w = G6,(r) =G(r) (参见 
§ 8 中 习题 ). 这 一 函数 满足 方程 


,0°G 2 ee 
poB A Rr) = 0. (44. 11 ) 
02 


对 此 方程 作伪 里 叶 变 换 ( 即 乘 以 。-* "并 对 dx 求 积分 ) ,我 们 求 得 函数 C(r) 的 
健 里 时 分 量 的 表达 式 为 
二 [poB'k? + Kk ] ， 
其 中 尼 = 甩 + 甩 , 仿 里 叶 反 变换 给 出 以 积分 形式 表示 的 待 求 函 数 
dk 

pr 

这 一 积分 在 kx0 时 对 数 发 散 . 为 了 使 这 个 积分 有 确定 的 意义 ,必须 消除 物体 的 
整体 移动 , 故 选 其 中 某 一 点 + = m 固定 ,此 时 被 积 函数 的 分 子 应 当 写 为 ee - 


G(r) = (44. 12) 
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e*'" ,从 而 发 散 消除 . 

我 们 再 一 次 回 到 热 涨 落 对 层 状 相 液晶 性 质 的 影响 的 问题 ,这 次 集中 讨论 对 
层 状 相 液晶 弹性 性 质 的 影响 . 此 一 问题 的 更 为 确定 的 提 法 如 下 :作用 于 物体 的 
集中 力 所 引 起 的 形变 在 涨 落 影响 下 如 何 变化 ? 亦 即 ,格林 函数 G(r) 如 何 变 化 ? 
原来 ,这 一 变化 导致 在 表达 式 (44. 12) 中 分 别 以 

(mE) 和 及 (es) 

代 换 原来 的 六 和 有 后, 其中。 为 结构 周期 的 量 级 ?. 同样 ,这 些 变化 可 以 直观 地 
解释 为 在 形变 波 矢 的 特征 值 减 小 ( 亦 即 其 特征 长 度 ~ 1 加 大 ) 的 情况 下 弹性 
模 量 B 和 K, 有 效 值 的 变化 . 我 们 看 到 , 当 玉 一 0 时 ,8' 的 有 效 值 B's 以 
[In(1/ak,)] -所 的 方式 减 小 ,而 Rs 在 有 一 0 时 以 [jn(1《o ， )]: 方 式 增 大 . 但 
是 ,这 些 效应 其 实 只 有 在 无 法 实现 的 特大 尺度 上 才 是 重要 的 . 

在 结束 本 节 前 ,我 们 需要 指出 ,通过 包含 若干 高 阶 项 但 不 引入 新 的 附加 系 
数 , 层 状 相 液 晶 弹 性 能 表达 式 (44.6) 还 可 进一步 推广 . 

为 此 ,我 们 注意 到 ,(44.6) 式 中 第 一 项 对 能 量 的 贡献 ,在 物理 上 是 由 层 间 距 
离 a 的 改变 引起 的 ;导数 au/az 等 于 位 移 w, =w 时 层 间距 离 的 相对 改变 ,于 是 这 
一 项 可 改写 为 了 poB'(8a/a)*. 但 是 , 层 间 距离 不 仅 可 以 因 位 移 uw 随 坐 标 z 改变 
而 变化 ,而且 也 会 因 位 移 随 坐 标 x,y 改变 而 变化 . 这 点 很 容易 理解 ,假定 所 有 的 
液晶 层 均 绕 y 轴 转 过 一 个 角度 9 使 得 沿 z 轴 的 结构 周期 依然 为 =, 在 此 情况 下 ， 


沿 液晶 层 法 线 方向 量度 的 层 间距 等 于 ccos 0. 在 小 角度 9 情况 下 层 间 距离 的 改 
变 为 


2/5 


Sa = a(cos0—-1) ~ - 号 
由 于 在 实施 上 述 转动 时 的 位 移 为 上 = const +xtang= const +x0, 故 
50 __1 ( 半 ) 


a 2 \9x 
无 论 与 x 关系 如 何 , 上 述 表 达 式 都 成 立 ; 如 果 w 也 与 y 有 关 , 则 应 以 (Vw)? 
替代 (9u/9x)”. 
如 此 一 来 ,考虑 到 上 述 效应 ,自由 能 (44.6) 应 当 写 为 如 下 形式 : 
_poB' [Iau 1 /uy 1 /0u 
he 0 5 
在 本 节 的 习题 中 ,我 们 将 使 用 这 个 表达 式 . 


@ 参见 Grinstein G ,Pelcovits R A. Phys. Rev. Lett. ,1981 ,47:856; Phys. Rev. A,1982,26:915;E. HU. 
Kan ,水 3T®@ ,1982 ,83 :1376. 研究 中 还 必须 考虑 自由 能 按 展开 的 三 阶 项 和 四 阶 项 . 





5 ) ] + F(a)” (44. 13 ) 
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习 题 


厚度 为 hh 且 具 有 平行 于 层 状 结构 的 平面 边界 的 层 状 相 液晶 层 受 到 沿 径 直 
于 其 层面 的 z 轴 方向 的 均匀 拉 伸 , 试 求 临界 拉 伸 量 , 超 过 此 量 后, 层 状 相 液晶 的 
层 状 结构 对 于 横向 扰动 变 得 不 稳定 (W. Helfrich ,1971). 

解 :均匀 拉 伸 表明 形变 w=yz, 其 中 y>0. 为 了 研究 稳定 性 ,我 们 令 凡 =Yyz+ 
8u(%,z) ,其 中 Bu 为 满足 边界 条 件 z= + 上 jp2 时 6u =0(xy 平面 选 在 液晶 层 中 
间 ) 的 小 扰动 . 准确 到 二 阶 项 , 沿 y 轴 单 位 长 度 的 总 扰动 弹性 能 为 : 

Jsrsanaz = T/{B'p, (SE) -Bpoy (SE) + (SS) } axdz (1) 
( 式 中 原 有 的 含 y98u/6z 的 项 在 对 dz 积分 时 因 边 界 条 件 而 为 零 ). 

我 们 考虑 形 如 

Bu = const* cosk.z* coskx, k, = mn/h, n=1,2,. 
的 扰动 ( 层 状 结构 的 横向 调制 ). 层 状 结构 的 稳定 性 条 件 是 能 量 表达 式 (1) 为 
正 , 将 被 积 函 数 中 所 有 sin ,cos 因子 均 用 其 平均 值 1/2 代替 ,我 们 得 到 形 为 
B'po(k —- yk) +Kk >0 

的 稳定 性 条 件 . 随 着 y 增 大 ,稳定 性 的 边界 由 以 上 不 等 式 左 端的 三 项 式 出 现 尼 
的 实 根 来 确定 (k, 取 复 数值 不 满足 在 全 wy 平面 上 扰动 有 限 的 条 件 ). 首先 出 现 
记 实 根 的 是 n=1 的 扰动 . 对 于 此 一 扰动 ,我 们 得 到 的 临界 拉 伸 y。。 和 相应 的 及 
= .@ 为 





1/2 


TT K, TT oB’ 
i ， 二 二 下 (二 | 
$45 层 状 相 液 晶 中 的 位 错 


层 状 相 液晶 中 的 位 错 的 概念 与 通常 晶体 中 位 错 的 含义 是 一 样 的 . 差别 仅 在 
于 ;在 只 有 一 维 ( 沿 z 轴 方向 ) 晶体 结构 的 层 状 相 液晶 中 ,其 位 错 的 伯 格 斯 矢量 
永远 指向 z 轴 方 向 ,而 伯 格 斯 矢量 之 值 等 于 层 状 结构 周期 的 整数 倍 . 

考虑 到 以 上 说 明 ,在 适当 定义 弹性 模 量 张 量 Am 后 ,我 们 在 8$27 中 得 到 的 
公式 (27. 10) 对 于 层 状 相 液晶 中 位 错 周围 的 形变 依然 适用 . 为 此 ,我们 依据 通常 
的 定义 , 即 按照 公式 


1/2 








F, = do (45.1) 


@ ”这 一 不 稳定 性 与 在 821 中 研究 过 的 可 压缩 直 杆 的 不 稳定 性 相似 . 

@ 上 .之 值 仅 能 确定 xy 平面 扰动 波 矢 的 绝对 值 ,而 不 能 确定 所 发 生 形 变 的 全 部 对 称 性 . 确定 后 者 超 
出 了 建立 线性 (对 于 gu) 平衡 方程 所 采用 近似 的 范围 (此 处 的 情况 与 平行 平面 液体 层 的 对 流 不 稳定 性 中 
出 现 的 情况 相似 ,参见 本 教程 第 六 卷 557). 参见 Delrieu J M. Journ. Chem. Phys. ,1974 ,60 :1081 . 
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引入 层 状 相 滚 唱 中 的 应 力 张 量 0 ,其 中 F, 为 体积 “内 应 力 ”(44.9). 我 们 同样 
也 引入 与 位 移 wx =w 对 应 的 应 变 张 量 , 其 不 为 零 的 分 量 为 


Ou 1 Bu 1ou 
三 = 一 一 = -一 . 45.2 
多 Us 2 ax” Uys 和 dy ( ) 


如 果 通 过 公式 wx = Awmuim 用 应 变 张 量 表示 应 力 张 量 , 其 中 
As = poB', A = Ms = ~ KiA,, A = Nw = Asss = 0(45.3) 
(上 式 中 某 些 分 量 为 算 符 )?, 则 力 (44.9) 可 以 表示 为 式 (45. 1) 的 形式 . 
表示 位 移 w=w 的 公式 (27. 2 


u(r) = Ab nm FRA (45.4) 


其 中 6G= C. 为 式 (44. 12) 给 出 人 

我 们 现在 来 研究 位 错 的 两 个 特殊 情况 , 即 直 线 螺 型 位 错 和 直线 刃 型 位 错 
在 第 一 种 情况 下 ,位 错 轴 与 伯 格 斯 矢量 的 方向 相同 ,都 在 z 轴 上 . 这 种 情况 一 般 
不 需要 任何 新 的 计算 . 前 面 已 经 讲 明白 ,形变 只 依赖 于 坐标 *,y. 但 是 在 xy 平面 
上 介质 各 向 同性 ,因此 我 们 可 以 马上 使 用 $27 中 习题 2 的 结果 ,根据 这 个 结果 


u = be (45.5) 
27 


其 中 9 为 xy 平 面 上 径 矢 的 极 角 . 

刃 型 位 错 的 情况 较 复杂 (了 P. G. deGennes,1972). 在 这 种 情况 下 ,位 错 轴 与 伯 
格 斯 矢量 垂直 ,我 们 不 妨 令 其 与 y 轴 重 合 . 此 时 可 以 取 xy 平面 的 右 半 平面 作为 
积分 (45.4) 中 的 Ss 表面 ,垂直 于 半 平 面 的 矢量 n 沿 z 轴 的 负 方 向 . 所 有 形 如 
As 的 分 量 中 只 有 和 A, = B'po 不 为 零 ,于 是 公式 (45.4) 具 有 以 下 形式 : 


t ”f”6C 一 有 1 1 
u(r) = bB po | rd dy 


我 们 将 式 (44. 12) 中 的 函数 6 代入 上 式 ,将 变换 后 的 公式 对 dz 求 导 给 出 因 
子 过 ., 再 将 其 对 dy 积分 给 出 因子 2w8(%,) ,然后 对 dk, 积分 又 消去 8 函数 . 在 积 


分 
[dz 


中 ,为 了 保证 积分 收敛 ,应 当 把 &, 理解 为 k, -i0. 这 样 ,完成 对 dx ,dy' ,di, 的 积 
分 后 ,我 们 得 到 
一 





u(r) = -5[. 1(k, ; 
其 中 


@ 剩余 的 其 它 Aiwm 分 量 可 按 使 =F, =0 的 方式 选取 ,这 些 分 量 不 在 公式 (45.4) 中 出 现 . 
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_ [” kexp(ik,z) dk, 2 _ Kk, 
1(k,,z) 二 本 + 有 2， 从 二 B'po 
在 复 变 量 k, 的 上 半 平 面 (z >0 时 ) 或 下 半 平 面 (z <0 时 ) 将 积分 回路 与 无 穷 远 处 
的 半圆 连接 并 在 极点 =iAk 或 k= -iAk 处 取 留 数 ,算出 最 后 一 个 积分 为 : 
1 = 地 exp( -A 及 |z|)， 


其 中 正 负 号 分 别 对 应 于 z >0 与 z<0. 这 样 一 来 ， 


间 dk 
u(xX,z) =+ expl-M |z| + ik,x! 元 二 条 (45.6) 
然而 ,更 有 意义 的 不 是 位 移 本 身 ,而 是 位 移 对 坐标 的 导数 . 位 移 对 x 的 导数 为 
3 exp| -Ak |z| + ik,x} dk, = 
= ep 二 (45.7) 
根据 式 (45.6) ,位 移 对 z 的 导数 与 其 对 x 的 导数 通过 公式 
Ou Ou 
-ro 
0z Ox 
相 联 系 ,由 此 得 
Ou _ bx RE 和 
下 |: (45.8) 


当 |x| 一 w 时 ,形变 以 指数 律 快速 趋向 零 ,而 当 |z | 一 % 时 ,形变 的 衰减 大 大 变 
慢 , 以 帘 函 数 方式 进行 . 


$46 层 状 相 液晶 的 运动 方程 


层 状 相 液晶 力学 与 向 列 相 液晶 力学 的 共同 点 在 于 :与 普通 液体 的 流体 动力 
学 相 比 ,这 两 种 情况 下 讨论 的 都 是 带 有 附加 变量 的 流体 动力 学 . 在 向 列 相 情形 ， 
附加 变量 是 指向 和 撩 nn, 而 在 层 状 相 情况 , 则 是 液晶 层 的 位 移 w(P. C. Martin , 0. 
Parodi,P. S. Pershan ,1972). 对 上 述 的 后 一 点 需要 澄清 . 流体 力学 中 速度 被 定义 
为 单位 质量 物质 的 动量 . 在 此 情况 下 速度 的 分 量 v. 完 全 不 必 等 于 导数 9u/6t. 在 
层 状 相 液晶 中 ,在 z 轴 方 向 上 实现 质量 输 运 不 仅 依 靠 液晶 层 的 形变 ,而 且 也 依靠 
穿 过 停留 不 动 的 一 维 结构 的 物质 的 逾 滩 ( 详 见 $ 43 中 所 述 的 胆 红 相 液晶 中 的 相 
似 效 应 ). 这 种 现象 并 非 液晶 所 特有 ,相似 的 现象 在 固态 晶体 中 也 可 以 出 现 , 不 
过 那里 出 现 的 现象 与 缺陷 的 扩散 相关 (参见 $22 第 一 个 脚注 ). 然而 在 层 状 相 
液晶 中 ,这 种 现象 之 所 以 不 可 消除 ,原则 上 是 由 于 周期 结构 非常 模糊 (相当 于 包 
含 了 显著 数量 的 “ 空 究 "缺陷 ) 且 分 子 的 迁移 率 很 大 . 

在 绝热 运动 情况 下 ,每 一 流体 元 输 运 的 是 其 所 具有 的 恒定 的 炉 (s 为 质量 
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焙 ) ,如 果 在 任 一 初始 时 刻 介 质 全 部 体积 中 的 焙 s 为 常量 , 则 其 在 以 后 一 直 保 持 
为 常量 . 由 于 条 件 s = const 适 用 于 单位 质量 , 故 从 一 开始 就 使 用 介质 的 质量 内 能 
也 是 适当 的 ,我 们 将 质量 内 能 记 为 e. 对 于 形变 后 的 层 状 相 液晶 ,e 用 和 式 
(44.1) 相似 的 公式 表示 : 


攻 4， Cr _ 吧 
eu =E ~ Ee0(s) = 3p po) bp po) 3 + 


+ 县 ( 兰 ) + 这 (aw)”， (46. 1) 
其 中 pe 为 未 形变 介质 的 密度 ;这 里 的 三 个 系数 4,B,C 和 式 (44.1) 中 有 同样 标 
记 的 三 个 系数 并 不 等 同 ,现在 它们 代表 的 是 弹性 模 量 的 绝热 值 (并 假定 表示 为 
的 函数 ) ,而 不 再 是 式 (44. 1) 中 的 等 温 值 ;至 于 系数 K, ,根据 与 向 列 相 液 晶 同样 
的 理由 ,其 绝热 值 与 等 温 值 等 同 (参见 $36 末尾 所 述 ). 2 


单位 质量 物质 的 体积 为 1/p, 因 此 能 量 微 分 的 热力 学 关系 为 
ds = Tds - pdV = Tds + Bdp, 
p 


从 而 介质 中 的 压强 可 通过 对 (46. 1) 求 导 得 到 : 
p = P(E), ~ Alp -po) + poC oe (46. 2) 
建立 层 状 相 液晶 运动 方程 的 进一步 做 法 与 $40 中 导出 向 列 相 液晶 运动 方 
程 时 所 采用 运算 程序 非常 接近 . 为 了 突出 这 种 相似 性 ,如 同 在 $40 中 一 样 ,我 们 
将 重新 使 用 体积 内 能 EE =ps 和 体积 炉 S =ps. 


连续 性 方程 具有 通常 的 形式 @ 
+ vy (py) = 0. (46. 3) 
速度 的 动力 学 方程 应 当 具 有 以 下 形式 : 
es 46.4 
Pd = O40 (46. 4) 


(参见 式 (40.7)) ,应 力 张 量 的 形式 留待 以 后 确定 . 
与 附加 变量 有 关 的 另 一 个 方程 表示 v. 与 9w/3i 的 差别 


Ou 
y= 46. 
3 N, (46. 5) 


@ 严格 地 讲 , 在 式 (46. 1) 中 本 应 将 8uw/az 写 为 8u/9z - 60(s) ,其 中 5o(s) 为 在 无 外 力 情况 下 灶 为 。 时 
的 3u/az, 在 考察 给 定 * 情况 下 的 运动 时 ,我 们 可 以 把 这 种 状态 选 为 未 形变 态 并 令 8 (:) =0. 但 我 们 要 强调 的 
是 ,在 这 样 做 了 以 后 ,为 了 利用 公式 了 = (ee/as)， 确定 温度 ,就 不 再 能 通过 将 式 (46.1) 对 * 求 导 来 做 到 了 ! 


@ 尽管 最 终 我 们 感 兴趣 的 仅 是 线性 化 的 运动 方程 ,但 为 了 不 增加 公式 书写 的 复杂 性 ,我 们 将 不 在 推 
导 的 每 一 步 对 方程 作 线性 化 . 
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量 W 代表 液体 相对 于 一 维 晶 格 的 运动 的 “和 逾 渗 " 速率 ,这 个 速率 具有 动 理 学 本 
质 , 其 具体 表示 形式 也 将 在 下 面 确定 . 
最 后 ,涉及 介质 中 耗 散 过 程 的 粹 方程 具有 式 (40. 8 ) 的 形式 : 


+v. (Sv+) = 分. (46. 6) 
同 在 8 40 中 一 样 ,我 们 来 计算 出 现在 能 量 守 恒 方 程 (40. 11 ) 中 的 单位 体积 介质 
总 能 量 对 时 间 的 导数 . 区 别 仅 出 现在 式 (40. 12) 最 后 一 项 的 形式 不 同 . 现在 我 们 
有 了 





E E 
er er 


2_h ee 
= 有 和 (46.7) 


如 在 $40 中 一 样 ,我 们 没有 写 出 散 度 符号 下 各 项 的 具体 形式 . 上 式 中 引入 了 
符号 


KA wu. (46.8) 





_ 39/_3b, du ,a(p -po) 
ey 0 
如 果 把 看 作 矢 量 h=nhln 为 沿 z 轴 的 单位 矢量 ) 的 z 分 量 , 则 容易 判定 ,此 一 
矢量 可 以 表示 为 散 度 形式 


) a — KA wu = poB 
P， 


h, = ER ， (46.9) 
其 中 对 称 张 量 刀具 有 以 下 分 量 : 


oo = om = KA, oo = poB + C(p -po)， 
(46. 10) 


(9 Ou (D Ou (9) 
=—- KA ,CO, =—-KA, 一 ， = 0. 
Ors 1 二 Ox Oy 1 1 07 Oo 


27 


将 方程 (46.5) 中 的 3u/3i 代入 式 (46.7) ,并 从 其 中 一 项 中 分 出 一 个 散 度 项 
来 ,我 们 写 出 





(号 J =-hN- vo t+V: {| = 
= hN+tvooy + V. {|}. 

这 个 表达 式 与 式 (40. 17) 的 区 别 仅 在 于 符号 hh 和 的 意义 不 同 @. 进一步 完成 

§ 40 中 所 解释 过 的 处 理 步 又 ,我 们 得 到 耗 散 函 数 原 有 的 表达 式 (40. 21): 


2R = oh +N -全 YT， (46.11) 
@ 此 处 及 后 文中 ,我们 均 略 去 弹性 模 量 在 介质 中 的 变化 ， 


@ 还 有 一 个 区 别 是 这 里 缺少 了 一 项 v(3;E),,s ,但 是 在 给 定 情况 下 这 一 项 是 一 个 三 阶 小 量 ,与 二 阶 
小 量 相 比 可 以 忽略 不 计 . 
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其 中 ol 为 应 力 张 量 
Oi = ~ POn+ oo + oi (46. 12) 
的 黏 性 部 分 . 含 此 应 力 张 量 的 动力 学 方程 (46.4) 在 线性 化 ( 即 略 去 (v. V)v 
项 ) 后 形式 为 
Ov, 
EE 
其 中 h=nh 由 表达 式 (46. 8 ) 确定 . 

黏 性 应 力 张 量 oi ,热流 4 以 及 逾 渗 速率 N(“ 热 力学 流 ” ) 通 常 被 表示 为 “ 热 
力学 力 ”- vi/T,T 37 和 -jz 的 线性 函数 ,同时 这 些 表达 式 中 的 系数 之 间 存 
在 由 昂 萨 格 原理 确定 的 关系 . 这 里 我 们 不 再 重复 已 经 在 841 和 8$43 中 进行 过 
的 讨论 而 直接 写 出 结果 . 在 这 样 做 时 ,我 们 假定 层 状 相 液晶 像 通常 那样 具有 反 
演 中 心 ( 此 前 我 们 未 作 过 此 假定 ). 此 时 与 在 向 列 相 液晶 中 一 样 , 由 公式 (41.4) 
给 出 黏 性 应 力 张 量 , 同 时 应 把 柬 理 解 为 z 轴 方向 . 热流 与 逾 渗 速 率 由 表达 式 

0 了 


po =— Op +h, + Oo, (46. 13) 


oT 
9 = -wz th, qi=-xViT, N= A,h 亲王 (46. 14) 
给 出 ,同时 耗 散 函数 恒 为 正 值 的 条 件 要 求 不 等 式 
Hp» Kis A, >0, Wp < TA,xy (46. 15) 


得 以 满足 . 

逾 渗 现象 使 得 在 层 状 相 液晶 中 可 能 存在 类 似 于 $43 结尾 处 对 胆 钳 相 液 晶 
描述 过 的 效应 . 如 果 以 某 种 方法 将 层 状 相 液晶 的 周期 结构 在 空间 固定 , 则 有 可 
能 存在 沿 z 轴 的 均匀 稳 恒 流 . 由 式 (46. 13 ) 式 可 知 , 对 于 这 一 稳 恒 流 ,dp/dz =h， 
而 从 含有 式 (46. 14) 所 得 到 的 六 的 式 (46.5) 可 以 给 出 ; 

v, = 一 人 六 =- -心里 (46. 16) 

对 于 前 面 提 及 的 层 状 相 液晶 的 动 理学 系数 ,此 处 应 作 一 重要 说 明 . 在 动 理 
学 现象 中 ,已 经 在 $45 中 提起 过 的 层 状 相 液晶 中 的 涨 落 发 散 表 现 得 特别 强烈 ， 
以 致 于 可 从 根本 上 改变 这 些 系数 的 特征 呈 ， 
$47 ” 层 状 相 液晶 中 的 声波 

在 普通 液体 中 (同样 在 向 列 相 液晶 中 ) 只 存在 一 支 弱 阻 尼 声 学 振动 一 一 纵 
向 声波 . 在 固态 晶体 与 非 晶 固 体 中 存在 三 个 具有 线性 色散 关系 的 声学 支 ( 参 见 
$22, 8$ 23). 一 维 晶 体 层 状 相 液晶 处 于 中 间 位 置 , 其 中 存在 两 个 声学 支 (P, C. 
de Gennes,1969). 因为 我 们 这 里 对 这 些 波 的 阻尼 系数 不 感 兴趣 ,只 想 确 定 它们 
的 传播 速度 , 故 在 运动 方程 中 略 去 所 有 的 耗 散 项 . 完备 的 线性 运动 方程 组 由 五 


@ 参见 Kau E H,JIe6enes B B. 冰 3T@ ,1983 ,85 :2019. 
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个 方程 组 成 :第 一 个 是 连续 性 方程 : 
Wp +pVY :an= 0， (47.1) 


此 处 和 今后 ,我 们 都 去 掉 po 的 下 标 , 并 令 p' 和 p' 为 密度 和 压强 的 可 变 部 分 . 第 二 
个 方程 是 方程 (46. 5) , 它 可 简化 为 


_ ou 


= 也 ， (47.2) 
其 中 不 含 逾 渗 项 . 第 三 个 方程 是 动力 学 方程 (46. 13 ) : 

p= Vp +ah. (47.3) 
同时 根据 (46. 2) ,有 第 四 个 方程 : 

p’ = Ap’ + pC os. (47.4) 


在 的 表达 式 (46.8) 中 ,应 当 会 弃 含 有 高 阶 导数 的 K,A uw 项 ,这 是 因为 这 一 项 
所 包含 的 波 矢 大 的 阶 数 太 高 ,对 于 声波 而 言 应 当 看 作 小 量 , 于 是 得 到 构成 完备 
方程 组 的 第 五 个 方程 : 


站 Ou op’ 


在 真实 的 层 状 相 液晶 中 量 8 与 C 通常 比 4 要 小 ,我 们 假设 此 情况 普遍 成 
立 . 在 这 些 条 件 下 , 层 状 相 液晶 中 的 两 个 声学 支 变 得 更 为 明显 . 

如 果 在 运动 方程 中 略 去 所 有 带 有 小 参量 B 和 CC 的 项 , 则 方程 简化 为 普通 液 
体 的 运动 方程 ,附带 状态 方程 p' = hp', 亦 即 压缩 率 (3p'/3p'), =4. 与 这 种 情况 
相对 应 的 振动 是 普通 的 声波 , 即 介质 胀 缩 的 纵波 . 波 的 传播 速度 为 

cl = 4 ， (47.6) 
且 在 所 取 近 似 下 此 速度 与 传播 方向 无 关 . 

我 们 将 会 看 到 ,第 二 个 声学 支 的 相 速 度 c, 比 ci 小 得 多 :w/k=c, << cl 因此 
相对 于 这 一 振动 ,可 认为 介质 是 不 可 压缩 的 (参见 $ 42 第 一 个 脚注 ). 连续 性 方 
程 在 此 情况 下 简化 为 不 可 压缩 性 条 件 V . v=0. 我 们 略 去 方程 (47.5) 中 的 第 二 
项 ,于 是 方程 (47. 3 ) 的 形式 成 为 

p 宇 =-VP + npB (47.7) 
将 此 方程 的 z 分 量 对 z 求 导 并 将 w = 9u/9i 代入, 我 们 得 到 
98 __ Fp’ 8 
9s 2 
其 中 6 = 9u/9z. 对 方程 (47.7) 作 散 度 运算 ,利用 不 可 压缩 条 件 得 


2 
Ap ” = pB 00 
Oz 


p 
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最 后 ,从 以 上 这 两 个 方程 中 消去 p' ,得 到 关于 量 5 的 方程 : 
Os Bl_ ,0 
6 = B{ 二 A5 | (47.8) 


位 移 w 与 坐标 z 的 依赖 关系 表明 ,介质 相 邻 两 层 间 的 距离 a 是 变化 的 :5a = 
(3u/az)a, 量 8 = 9u/az 本 身 给 出 距离 a 的 相对 变化 率 . 这 样 一 来 ,方程 (47.8) 
描写 横 波 (k . v=0) 的 传播 ,其 中 层 间 距离 在 恒定 密度 情况 下 经 受 振动 . 对 于 6 
x exp | 了 这，r -iwt| 的 平面 波 ,由 式 (47. 8 ) 我 们 得 

wk = Bk be, 
由 此 ,我 们 求 得 波 的 相 速 度 为 
c, = B'sin Gcos0, (47.9) 
其 中 9 为 波 矢 k 与 z 轴 间 的 夹 角 . 这 个 速度 是 各 向 异性 的 ,而 且 无 论 是 沿 z 轴 (9 
=0) 的 传播 还 是 在 xy 面 (9= /2) 上 的 传播 , 波 速 都 趋 于 零 . 在 接近 于 这 两 个 值 
的 角度 上 , 耗 散 效 应 增 大 (参见 本 节 的 习题 2 和 习题 3). 


习 题 


1. 在 模 量 4,B,C 之 间 的 比例 任意 时 , 试 求 出 层 状 相 液 晶 中 声波 的 相 速 度 , 
解 :将 方程 (47.3) 对 t 求 导 并 借助 式 (47.1),(47.2) 消 去 9p'/9i 与 9u/91， 
我 们 得 到 方程 
a 


v, 
7 |. 
0z 


9°v 90v, 9 
AVV -CVE +ta[- CV +B 





对 于 meocexp( 过 -iot) 的 平面 波 , 上 面 的 方程 化 为 
~ wv =-4K( 天 .ID)+CKED +n[lCk(k. v) - Bk,’w,]. (1) 
令 波 矢 包 位 于 光平 面 . 这 时 由 (1) 得 出 ,速度 Uv 也 位 于 同一 平面 ,而 方程 的 x 分 
量 和 zz 分 量 给 出 由 以 下 两 个 方程 构成 的 方程 组 : 
[co ~ (A+B-2C)cos0] +w(C-4)singcos6 = 0， 
v,(C—A)singcos0 +v [ce -Asin’0] = 0， 
其 中 c=w/k 为 波束 ,6 为 上 与 z 轴 间 的 夹 角 . 令 这 个 方程 组 的 行列 式 为 零 ,我 们 
得 到 色散 方程 
co -ec [A+(B-2C)c0s0] + (AB - C’)sin’Gcos’0 = 0. 
这 个 ec 的 二 次 方程 的 较 大 根 和 较 小 根 分 别 确定 波 速 cl 和 cs. 特别 是 
本 Es (0 = 7/2), 
(4+B-2C) (0 = 0). 
而 在 这 些 方向 上 c, 趋 于 零 . 
2. 在 考虑 耗 散 的 情况 下 , 试 求 第 二 声学 支 在 层 平 面 (9=T/21) 传 播 时 的 色 
散 关 系 . 
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解 :在 题 设 条 件 下 波 过 的 方向 党 z 轴 ,而 所 有 物理 量 均 依 闲 于 %. 把 方程 
(46. 13 ) 投影 到 z 轴 , 我 们 得 到 
— lwpv =— Kik'u + 这 or (2) 
借助 于 方程 (41.7) 求 得 
im73 
zx 2 v 
容易 确认 ,由 于 参量 Kipvm3 很 小 (与 式 (42.7) 比较 ) ,方程 (2) 的 左 端 可 忽略 ， 
而 在 上 很 小 的 情况 下 舍 渗 效应 不 重要 ,因此 有 v=iwu. 最 终 我 们 得 到 色散 关系 : 
2K, 2 
iw = —k’. 
7 
3， 在 重 直 于 层 平面 (9=0) 传 播 的 情况 下 , 解 上 题 所 提出 的 问题 . 
解 :在 此 情况 下 ,不 可 压缩 条 件 导 致 v=0, 于 是 层 状 相 液 晶 的 运动 只 能 通过 
逾 渗 一 个 途径 发 生 . 此 时 由 式 (46.5) 和 (46. 14) ,我 们 有 
Ou 92u 


二 到 :一 一 
ot rp O22 ， 





或 

iw = ApBA ， 
在 式 (46. 14) 中 ,我 们 会 齐 了 带 温度 梯度 的 项 . 如 果 温 度 比 位 移 弛 鸳 得 快 , 亦 即 
如 果 Xy >> ApB, 这 样 做 是 可 以 的 . 在 这 一 情况 下 ,应 当 把 B 理解 为 等 温 弹 性 
模 量 . 





昂 萨 格 原理 186 ,195 


表面 张力 51 
波 
剪 切 ~ 188 
瑞 利 ~ 110 
弯曲 ~ 115 
层 状 相 液晶 的 格林 函数 
单 向 压缩 。 15 
单 向 压缩 率 ”15 


非 简 谐 效应 。 120 
分 子 场 166 


弗 朗 克 指标 169,177 


刚度 


@ 这 个 索引 不 重复 目录 ,而 是 其 补充 . 索引 包括 的 是 目录 中 未 直接 反映 出 来 的 术语 和 概念 . 


200 


抗 弯 ~ 
扭转 ~ 
柱 面 ~ 
格林 张 量 
固有 振动 
板 的 ~ 
杆 的 ~ 
膜 的 ~ 


弹性 球 的 ~ 


固 支 49 


耗 散 函数 
横向 声速 
滑 移 表面 
滑 移 平面 


畸变 张 量 
简 并 参量 
简 并 空间 
简单 拉 伸 
简 支 49 
前 力 88 


48 ,88 
71 
48 


28 ,30 


118 
116 
118 
106 


H 
154 ,181 
102 
133 
133 





剪 切 11 球 腔 的 振动 106 
接触 全 压缩 11 
~ 问题 31 全 压缩 率 12 
圆柱 的 ~ 35 群 速度 108 
K R 
快 剪 切 振动 190 热 导 率 张 量 152 
热力 学 流 和 热力 学 力 186 
L 柔 索 86 
螺 型 结构 194 
S 
M 色散 方程 107 
麦克 斯 书 弛 珍 时 间 162 色散 关系 107 
膜 61,118 声 的 反射 103 
模 量 声速 。 189 
层 状 相 液晶 的 弹性 ~ 201 矢量 
等 温 ~ 16 ,168 伯 格 斯 ~ 125 
拉 伸 ( 杨 氏 ) ~ 13 位 移 ~ 1 
i 双 调 和 方程 。 18,25 
晶体 的 弹性 ~ 41 塑性 形变 9,134,137 
绝热 ~ 16 ,168 
全 压缩 ~ 11 T 
向 列 相 液晶 的 弹性 ( 弗 朗 克 ) ~ ” 165 ”弹性 
~ 平面 53 
N ~ 曲线 76 
扭转 函数 68 人 
扭转 振动 116 Se 
扭曲 i 弹性 不 稳定 性 96 
层 状 相 液晶 的 ~ 202 
四 弹性 模 量 张 量 36 
攀 移 134 w 
偏振 方向 107 
平面 应 变 19 2 本 
平面 应 力 状态 54 位 错 
~ 的 能 量 130 
Q ~ 极 化 张 量 。 140 


球 的 碰撞 。 35 ~ 矩 张 量 。 128 


引 


"213 。 








~ 密度 张 量 ”137 

~ 通 量 密度 张 量 

螺 型 ~ 124 

刃 型 ~ 124,130 
温 导 率 152 


系数 
泊 松 ~ 14 
层 状 相 液晶 的 泊 松 ~ 
热膨胀 ~ 16 ,41 
拉 梅 ~ 11 
拉 伸 ~ 13 
向 错 168 
~ 的 能 量 188 
~ 的 稳定 性 176 
横 形 板 ” 55 
形变 1 
空心 球 的 ~ 20 


199 





空心 圆柱 形 管 的 ~ 
圆 盘 的 ~ 56 


应 力 函 数 
应 力 集中 ”26 
逾 渗 196 


展 曲 165 
指向 矢 164 
层 状 相 液晶 的 ~ 
向 列 相 液 晶 的 ~ 
中 性 面 。 44,73 
自由 能 ” 10 
纵向 声速 。 102 
组 合 频率 121 


19,24,54 


21 


198 
164 








《弹性 理论 》 是 良 道 、 栗 弗 席 效 十 卷 本 《理论 物理 学 教程 》 的 第 七 卷 ,也 是 设 
道 在 世 时 直接 参加 撰写 的 该 教程 七 卷 书 中 的 一 本 .该 书 的 俄 文 第 一 版 (1944 ) 和 
第 二 版 (1953 ) 是 与 教程 第 六 卷 《 流 体力 学 》 合 在 一 起 以 《连续 介质 力学 》 为 书 争 
出 版 的 2.1965 年 出 版 的 俄 文 第 三 版 正式 将 其 列 为 教程 第 七 卷 单独 出 版 . 1968 
年 朗 道 逝世 后 ,村 弗 席 兹 在 科 谢 维 奇 与 皮 塔 耶 夫 斯 基 协 助 下 ,出 版 了 本 书 的 增 
补 第 四 版 (1987) ; 栗 弗 席 兹 逝世 后 ,2003 年 由 皮 塔 耶 夫 斯 基 主 持 又 出 版 了 俄 文 
第 五 版 (这 个 新 版 实际 上 是 第 四 版 的 重印 版 ,没有 增加 任何 新 的 内 容 ). 随 着 版 
次 更 新 ,全 书 内 容 陆 续 有 所 增加 .第 一 、 第 二 两 版 中 仅 含 弹性 理论 的 基本 方程 、 
杆 与 板 的 平衡 、 弹 性 波 、 固 体 的 热传导 和 黏 性 四 章 , 第 三 版 新 增 了 申 体 中 的 位 错 
一 章 ,增补 第 四 版 又 增加 了 液 电力 学 一 章 , 再 加 上 原 有 章节 中 习题 数目 的 增加 ， 
使 得 第 四 版 的 总 篇 幅 增 为 第 一 、 二 版 篇 幅 的 一 倍 半 以 上 @. 

正如 作者 们 在 第 二 版 的 序言 所 说 ,这 本 《弹性 理论 》“ 主 要 是 写 给 物理 学 家 
的 ”, 因 此 这 本 书 除 包括 了 弹性 力学 教科 书 的 一 些 内 容 外 ,还 包括 了 诸如 固体 的 
热传导 和 黏 性 晶体 中 的 位 错 、 液 晶 力 学 等 在 一 般 弹 性 理论 著作 中 不 常见 的 内 
容 . 本 书 的 这 一 特点 给 我 们 的 翻译 工作 带 来 了 如 何 规 范 科学 术语 的 困难 . 鉴于 
一 些 术 语 在 力学 界 和 物理 学 界 各 有 规范 ,我 们 大 体 上 遵从 了 以 下 原则 ,在 传统 
弹性 力学 的 内 容 中 出 现 的 专业 术语 按 力学 界 惯用 法 规范 ,在 传统 弹性 理论 不 涉 
及 的 几 章 中 出 现 的 专业 术语 按 物理 学 界 惯用 法 规范 ,在 这 两 部 分 内 容 中 都 出 现 
的 专业 术语 , 则 按 物理 界 惯用 法 规范 . 除 此 而 外 ,对 一 些 特殊 的 术语 作 了 特别 处 
理 . 比如 “re 中 opxMamzm "这 个 俄 文 词 , 它 既 有 英文 deformation”( 变形 ,形变 ) 的 
含义 ,又 有 英文 “strain” (应变) 的 含义 .我 们 根据 它 在 原文 的 科学 含义 分 别 采 用 

Q@ 这 本 书 的 中 文 译本 由 彭 旭 麟 先 生 译 出 分 三 册 出 版 , 含 《弹性 理论 》 的 一 册 为 《连续 介质 力学 》， 


第 三 册 ,人民 教育 出 版 社 ,1962 年 上 海 第 一 版 . 
四 俄 文 第 二 版 的 总 页 码 为 155 页 , 俄 文 第 五 版 增 为 259 页 . 





译 后 记 “215， 





了 不 同 的 中 文 译 名 . 当 这 个 词 的 含义 为 英文 “deformation” 时 ,力学 界 常 惯 称 其 为 
“变形 ”而 物理 学 界 将 之 规范 为 “形变 ”, 因为 这 个 词 在 两 部 分 内 容 中 都 出 现 ,我 
们 就 将 其 规范 为 “形变 ”. 还 有 一 些 专业 术语 ， 如 “TeMreparyporpoBomrHocTE”，, 物 
理学 界 现 尚 无 规范 ,有 时 将 之 译 为 “ 热 扩散 率 ”. 考虑 到 这 个 词 仅 与 热传导 有 关 ， 
而 与 热 扩 散 这 种 特殊 的 输 运 过 程 并 无 关系 ,为 了 避免 混淆 ,我 们 将 之 译 为 了 “ 温 
导 率 ”. 其 它 还 有 一 些 专业 术语 ,如 热 致 液晶 三 种 相 的 名 称 , 化 学 界 和 物理 学 界 
叫 法 各 有 千秋 ,我 们 也 根据 实际 情况 作 了 自 认 为 是 合理 的 选择 . 

本 书 根据 俄 文 第 五 版 译 出 ,翻译 时 参照 了 J.B. Sykes 和 W.H. Reid 译 出 的 
最 新 英 译本 (Theory of Elasticity,3rd edition ，Pergamon Press,1986) 和 和 先前 的 俄 
文 版 本 ,并 参考 了 彭 旭 鹿 先 生 1962 年 中 译本 . 据 此 修正 了 俄 文 新 版 出 现 的 一 些 
线 泪 包 括 若干 处 公式 错误 . 其 中 一 个 莫名 其 妙 的 丝 漏 , 便 是 将 在 俊文 第 三 版 和 
第 四 版 中 都 正确 绘制 的 矿 型 位 错 示意 图 (图 23) 误 改 为 一 幅 理 想 晶 格 图 . 我们 
注意 到 俄 文 新 版 与 英文 最 后 译本 的 一 个 显著 的 区 别 , 即 俄 文 版 全 书 共 含 47 节 
而 英文 版 则 食 48 节 , 原 因 是 英 译 本 保留 了 俄 文 第 四 版 删 去 的 一 节 . 考虑 到 这 一 
节 的 科学 价值 了, 我们 根据 俄 文 第 三 版 和 英 译 本 译 出 了 这 一 节 作为 第 四 章 的 附 
录 , 供 读者 参考 . 

翻译 中 我 们 按 各 自 熟 悉 的 专业 做 了 分 工 , 由 武 际 可 译 前 三 章 , 刘 寄 星 译 后 
三 章 , 最 后 由 刘 寄 星 对 全 部 译 稿 做 了 校订 . 受 专业 水 平和 语言 能 力 的 限制 ,我 们 
深 知 译文 中 肯定 会 存在 各 种 问题 和 错误 ,恳切 地 希望 各 位 读者 发 现 后 能 够 及 时 
指出 ,以 便 重 印 时 修改 . 

本 书 翻 译 过 程 中 , 兽 就 一 些 内 容 的 译 法 与 北京 大 学 力学 系 李 植 副 教授 进行 
过 讨论 ,得 到 他 的 热心 帮助 ,特此 致谢 .最 后 我 们 衷心 感谢 清华 大 学 机 械 系 张 人 
信教 授 对 第 四 章 的 认真 审阅 ,上 海 交 通 大 学 材料 学 院 沈 洽 教授 对 位 错 理 论 方面 
的 术语 的 翻译 建议 ,也 感谢 高 等 教育 出 版 社 王 超编 辑 对 译 稿 的 耐心 和 认真 
编辑 . 


刘 寄 星 、 武 际 可 
2011 年 3 月 于 北京 


中 这 一 节 是 根据 苏联 力学 家 巴 伦 布 拉 特 (T. H. BapeH6marr,1959 ) 发 表 的 一 篇 著名 论文 “On equilib- 
rium cracks formed in brittle fracture. The stability of isolated cracks. Connection with energetic theories” (J. 
App. Math, Mech. (PMM) ,1959 ,23 :1273 ) 撰写 的 脆 体 的 裂 链 平衡 理论 ,T. H. BapeH6narr 是 断裂 力学 中 有 
名 的 Dugdale-Barenblatt 模型 的 提出 者 ， 


